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El presente texto contiene la mayor parte de los contenidos del curso de Optimizacion que
he dictado en la Escuela de Ingenieria de la Universidad de Chile durante los iltimos anos.

Inicialmente, tanto los énfasis como las motivaciones del curso estaban en los fundamen-
tos matematicos de la Optimizacion y en el rigor de su desarrollo. Con el tiempo, el curso
fue interesando también a estudiantes de variadas especialidades, lo cual ha significado que
el numero de estudiantes se ha multiplicado desde fines de los 90’s, llegando actualmente
alrededor 200 o 300 por semestre, en secciones paralelas. En esta evolucién hemos debido
adaptar sus contenidos para hacerlo mas cercano a los intereses de estudiantes de especia-
lidades més diversas, tales como Ingenieria Civil Eléctrica, de Minas o Biotecnologia. Es
asi como se reorientié el primer capitulo, destinado al analisis de las funciones y conjuntos
convexos, a los conceptos de poliedros y sus propiedades, de uso intensivo en la teoria de la
programacion lineal. Igualmente, se ha incorporado un capitulo sobre los problemas de flujos
en redes, particularmente los problemas de flujo de costo minimo, flujo maximo, asignacién
y camino mas corto, de mucho interés para la formacion de ingenieros.

La programacién no lineal casi siempre se ensena de manera somera en las escuelas de
ingenieria, tanto por la supuesta complejidad de su tratamiento matemaético y los conceptos
que usa, como por la dificultad de implementaciéon de los algoritmos. Sin embargo cada
dia es mas frecuente encontrar, en la practica profesional y en la investigacion, problemas
reales de optimizacion con componentes no lineales. Por una parte, la linearizacién de estos
componentes puede permitir su solucién mediante el uso reiterado de la programacién lineal,
aunque no siempre se alcanza buenas aproximaciones a la solucion y, por otra, la resoluciéon
directa por métodos de programacion no lineal es a menudo muy costosa o ineficiente.

No se trata esta de una obra completamente original, sino més bien corresponde a un com-
pendio de materias ampliamente conocidas que hemos sistematizado para dar cuerpo a un
texto de estudio a nivel unversitario. Recientemente, hemos incorporado una larga lista de
problemas propuestos, los cuales permiten ilustar y practicar los conceptos y materias tra-
tadas en los capitulos fundamentales. Estos problemas propuestos son también herencia de
varios anos de pruebas y examenes, algunos muy conocidos en la literatura y otros producto
de nuestra invencion.

Finalmente debo decir que este trabajo, que esta en permanente evolucién, se ha enriqueci-
do con la colaboracién de mis profesores auxiliares y ayudantes, asi como por la constante
interpelacion de los estudiantes. A todos ellos les agradezco su contribucion constante con
que me alimentan clase a clase.

Jorge Amaya
jorge.amaya@cmm.uchile.cl
Agosto de 2019
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Capitulo 1

El problema de optimizacién

La formulaciéon matematica de un problema de optimizacién se escribe habitualmente en la
forma:

(P) minimizar (o maximizar) f(x)
res

donde z es el vector de variables de decisién, f : S — IR es la funcién objetivo y
S C IR" es el conjunto factible. De aqui en adelante trabajaremos solamente con la formu-
lacién en términos problema de minimizacion, sabiendo que el otro caso es completamente
analogo.

A menudo el conjunto factible estd descrito mediante
S={xeR"/g(zx)<0 i=1,....,m, z€ X C IR"}

y se dice que las expresiones g;(z) < 0 ¢ = 1,...,m representan el conjunto de res-
tricciones del problema (P). El subconjunto X puede representar, por ejemplo, el primer
cuadrante de IR", las variables enteras, o las variables binarias. Si S = IR", el problema se
dird irrestricto.

Un vector z € IR" que pertenezca al conjunto S se llamara solucién (o punto) facti-
ble de (P). Si ademads satisface que

f(@) < f(x) Ve e s,

se dird que 7 es solucién éptima o simplemente solucién de (P).



Dependiendo de las caracteristicas particulares del problema, éste recibe nombres y tra-
tamientos especiales para su resolucién. Dos casos de interés, son el de la programacion
lineal (f y ¢; son funciones lineales afines Vi) y la programacién lineal entera (en que
ademds las variables s6lo toman valores enteros). También trataremos la teoria y técnicas de
solucién de un problema con funciones no lineales.

Un concepto esencial para entender como plantear y resolver un problema de optimizacion
es el de convexidad. Mostrar algo de la teoria basica del andlisis convexo y su vinculacién
con la teoria de optimizacién son los objetivos de los capitulos 2 y 6.



Capitulo 2

Conjuntos convexos y poliedros

2.1. Conjuntos convexos
Definicién 2.1.1 Sea S C IR", S # 0. Se dice que S es convexo * si
A+ (1—=ANyeS Ve,ye s, VAe|0,]1]

Geométricamente, esta definicion se puede interpretar como sigue: un conjunto no vacio es
convero st dados dos puntos del conjunto, el segmento de recta que los une estd contenido
en dicho conjunto (ver Figura 2.1).

a) b)

Figura 2.1: El conjunto de la figura a) es convexo. El conjunto de la figura b) no es convexo, pues
existe un segmento de recta, uniendo dos puntos del conjunto, que no estd incluido en el conjunto.

'Por convencién, el conjunto vacio serd considerado convexo



Ejemplo 2.1.1 Un espacio vectorial es un conjunto convexo (en particular, IR" lo es).

Es evidente puesto que, por definicion, un espacio vectorial es cerrado para la suma y la
ponderacion por escalar.

Ejemplo 2.1.2 S = {x € IR* / 1 + 225 — 23 = 2} es un conjunto convexo.

En efecto, sean x,y € S, X € [0,1]. Por definicion del conjunto S, esto significa que
T1+2r9—x3=2 € Y1+ 2y —y3 = 2.

Az + (1= Ny
Vemos que Ax + (1 — Ny = | Axa+ (1 — N)yz | pertenece a S, pues
Ars + (1 — N)ys

Az + (1 =Ny +2{Az2 + (1 = Ny} — {Azz + (1 = Nyz} =
Moy + 220 —x3) + (1= AN (1 +2y2 —y3) =
IA42(1-)) = 2

Definicién 2.1.2 Sean a € IR", a € IR fijos. Se llama hiperplano al conjunto

H={rcR"/a"x=a}
Un hiperplano H define dos semiespacios:
H ={zc R"/a"z < a}
H' ={zr € R"/a"z > a}
Por ejemplo, en el caso H = {z € IR*/x, + 215 — 23 = 2} se tiene que o’ = (1,2,-1) y
a = 2. Los dos semiespacios asociados son:
H™ ={x € IR’z + 275 — v3 < 2}
HY ={r € IR? )z, + 225 — 3 > 2}.

Ejemplo 2.1.3 Un semiespacio S en IR" es un conjunto convexo.

Consideremos a € IR" y « € IR, que definen el semiespacio
S={reR"/a"z < a}.

Sean z,y € S, X € [0,1], entonces



x1

; v

Figura 2.2: Semiespacios generados por el hiperplano H

a’{ Az + (1 =Nyt ="z + (1 - Na'y<da+(1-Na=a«a
Luego Az + (1 — Ny €Sy, por lo tanto, S es convezo.

Proposicién 2.1.1 Sean Sy y Sy dos conjuntos converos. Entonces Sy NSy es un conjunto
CONVeExo.

Demostracién. Sean x,y € S; NSy, A € [0,1]. Entonces

ryeSi =X+ (1-Nyes;

z,y € Sy = A+ (1 — Ny € S,

puesto que S; y S5 son convexos.

Luego Az + (1 — Ay € S;1 NSy, es decir, S; NSy es convexo. [ |



Observacién 2.1.1 Observemos que:

i) Esta propiedad se puede generalizar facilmente a una interseccion cualquiera de con-
vezos. Esto es, siI' es un conjunto arbitrario, incluso no numerable, y {S,} er es una
clase de conjuntos convexos, entonces ﬂvEF S, es un conjunto convezo.

ii) Aunque del Ejemplo 2.1.3 puede concluirse facilmente que un hiperplano es un conjunto
convezo (reemplazando las desigualdades por igualdades), podemos usar esta proposi-
cion para probar que un hiperplano es un conjunto convexo, dado que es interseccion
de convezos.

Ejemplo 2.1.4 Sistema de desigualdades lineales:
aj1xry + ... + A1y S b1

Am1T1 + oo + ATy S bm
con a;j,bi,x; € R, Vi=1,....,m, j=1,...,n.

b
El sistema se anota de manera compacta Az < b, con A = (a;;)i=1..m;j=1..n; b= :
by
El conjunto S = {x € IR"/Axz < b} es la interseccién de m semiespacios de la forma

(donde A; denota la fila i-ésima de la matriz A), los cuales, segiin vimos en el Ejemplo 2.1.3,
son conjuntos convexos. Luego, por la Proposicion 2.1.1, S es convexo.

En adelante, a los conjuntos de la forma {x € IR"/Ax < b} los llamaremos poliedros.

k
Definicién 2.1.3 Sean xy,...,x, € IR", M,..., \x € IR, tales que Y N\, = 1. El vector
i=1
k

r =Y M\x; se dice combinacién convexa de los k vectores x1,...,T}.
i=1

Definicién 2.1.4 Sea S C IR" (no necesariamente convero). Se define la envoltura con-
vexa de S, de la manera siguiente:

10



k k
CO(S):{Z)\Z'LQ/keﬂv,l’l,...,l’kes, )\1,...,/\kER+, Z)\Zzl}
i=1 i=1
Es decir, es el conjunto de todas las posibles combinaciones convexas de puntos de S.

Proposicién 2.1.2 Sean S, S’ C IR", entonces:

= S Cco(S).
» S es convezo si y solo sico(S)=S.

» 518 C S entonces co(S) C co(S").

Figura 2.3: La envoltura convexa del conjunto de la figura a) coincide con él, por ser convexo. Para el
conjunto de la figura b), la linea sélida externa delimita su envoltura convexa.

Ejemplo 2.1.5 La envoltura convexa de los nimeros racionales es IR.

5 6 0 3
Ejemplo 2.1.6 Sean vy = | 2 |,uo=| 7 | ,v3 = 3 L = | 4 | wvectores en
0 3 -1 1

IR®. Su envoltura conveza queda determinada por el poliedro de la Figura 2.4, cuyos vértices
estan dados por el conjunto de vectores {vy, vy, v3,v4}.

Proposicién 2.1.3 co(S) es un conjunto convezxo.

11



Figura 2.4: La envoltura convexa del conjunto de puntos sefialados queda determinada por un poliedro
cuyos vértices estan dados por un subconjunto del conjunto de puntos.

Demostracién. Sean x,y € co(S), es decir,

k m
;p:ZVZ'ZL‘Z', y:Zszz
i=1 =1

donde 1, ..., %0, Y1,y Ym €S Y ViyevoyVUpy 41, - - -, lm, SOn ponderadores de las combina-
ciones convexas.

k m
Sea A€ [0,1]y Az + (1 =Ny =A> vz + (1 —XN)D ;.
i=1 i=1

Llamando z; = z;, a; = Ay, Yi=1,...,ky zkei =Y, pri= 1 =N Yi=1,...,m, se
k+m

tiene que Az + (1 — Ny = > ;2 con
i=1

k+m
z€S, a€(0,1], Vi=1l,....k4+m y > «a=1.
i=1

Luego por definicién se tiene que Az + (1 — A)y € co(5), por lo tanto co(S) es convexo. M

12



Proposicién 2.1.4 El conjunto co(S) es el convexo mds pequeno (en el sentido de la inclu-
sion) que contiene a S, es decir, co(S) =({C C IR" / C convexo, S C C}.

Demostracién. Sea z € (J{C C IR" / C' convexo, S C C}. Entonces x € C,VC' convexo,
tal que S C C. Luego z € co(5), que es un convexo particular que contiene a S.

Sean ahora z € co(S) y C' un convexo cualquiera que contiene a S. Entonces co(S)

-
co(C) = C, por lo tanto x € C. Luego, z € (({C C IR" / C convexo, S C C}. u

Proposicién 2.1.5 Sean S; y S9 convexos, o € IR. Se define la suma y ponderacion de
conjuntos como sigue:

» S1+Sy={x+y / xe€S,yeE S}
» oS ={ax / e S5}

Pruebe que S1 + Sy y aS7 son convexos.

2.2. Poliedros: caracterizacién y propiedades

Definicién 2.2.1 Se llama poliedro a un conjunto de la forma P = {x € IR" /Az < b} con
A e Mn(IR) yb e IR™, es decir, un poliedro es una interseccion finita de semiespacios.

Proposicién 2.2.1 P’ ={x € R"/Az =b, x > 0} es un poliedro.?

Demostracién. Claramente, el conjunto P’ queda representado por el siguiente sistema de
inecuaciones lineales :

A b
—Alx< —b
-1 0

donde I la matriz identidad en dimension n.

2Se dice que > 0 si y solamente si z; >0Vi=1,...,n

13



A b
Llamando A’= | —A |, V' = | —b |, se obtiene un sistema de la forma
—1I 0

P={ceR/Az <V},

que es igual a P’. Luego, P’ es un poliedro. [ |

Observacion 2.2.1 FEs obvio que P'={x € IR"/Ax > b} es un poliedro. En efecto: como

€ IR" es irrestricto, basta multiplicar el sistema de desigualdades por -1, y definir A'=-A,
v =-b.

Proposicién 2.2.2 Todo poliedro es un conjunto convezxo.
Demostracién. Ver Ejemplo 2.1.4. [ |

Se dird que un poliedro de la forma P = {z € IR"/Axz = b,z > 0} estd escrito en candnica o
standard. En lo sucesivo trabajaremos con esta representacion.

Proposicion 2.2.3 Un poliedro es un conjunto cerrado.

Demostracién. Sea P el poliedro {x € IR"/Ax = b, > 0} y consideremos z € P (adhe-
rencia o cerradura de P). Mostraremos que T € P.

Como = € P, existe una sucesiéon {z;} en P tal que lim z; = Z.
k—oo

Ademas, Vk > 0, el punto x; verifica

AJ/’k =

Ty 2
Tomando limite (y por continuidad de la funcién lineal & — Az) se tiene:

Az = b
0

&I
vV

Luego € P y por lo tanto P C P. Dado que se cumple siempre que P C P, se obtiene
P =P, luego P es cerrado. [ |

14



Ejemplo 2.2.1 C={z € R*/ — 2, + 23 <2, 11 +29>4, 15<4, 11>0, x5 >0}

Matricialmente esto puede escribirse de la siguiente manera:

1 1 2
1 -1 —4
0 1 ( 1 ) < 4
~1 0 2 0
0 —1 0

13

M

4.0 |

Figura 2.5: El conjunto C es un poliedro, convexo y cerrado, pero no acotado.

El conjunto C' es un poliedro, convexo y cerrado, pero no acotado, tal como se aprecia en la
Figura 2.5.

2.2.1. Puntos extremos

Definicién 2.2.2 Sea S C IR" un conjunto convexo,S # 0. Un vector x € S se llama
punto extremo de S si no puede ser representado como combinacion convexa de otros
dos puntos distintos del convezo. Es decir, si x = A\x1+ (1 — N)xg, con x1,29 € S y X €]0,1],
entonces * = x1 = Tg.

15



Ejemplo 2.2.2 Veamos algunos casos de conjuntos convexos y sus puntos extremos.

a) Sea S=B(0,1), la bola unitaria en IR". El conjunto de puntos extremos queda represen-
tado por {z € IR"/ ||z|| = 1}, que es la frontera de S.

b) El conjunto de puntos extremos del poliedro del Ejemplo 2.1.6 es

5 6 0 3
E= 2 |, {7 1.1 3 |.[4
0 3 ~1 1

c) El conjunto de puntos extremos de un semiespacio cerrado es vacio.

st ={(0) (1) (3 )-(F)(3) sy
: 0 1 1 -2
Naturalmente, el conjunto de puntos extremos deSes{( 0 ) ,( 1 ) , < 3 ) ,( 4 )}

El sistema que representa a S es

1 -1 0
—92 —1 0

_ 2,
S=<zelR: 1 0 z < 1
1 10
3 1 3

En general, facilmente se puede ver que x es punto extremo de un convexo S si y solamente
si S\{z} es un conjunto convexo, de donde se sigue que si S* es tal que co(S*) = S, entonces
necesariamente S* debe incluir al conjunto de puntos extremos de S.

La nociéon de punto extremo es de suma importancia en la teoria de optimizacién pues,
como veremos mas adelante, estd en relacién directa con el conjunto de soluciones para un
problema de programacion lineal, por lo cual es importante tener una caracterizacion simple.
Veamos el siguiente ejemplo de motivacién:

P={xe€ R/ x,+1,<2, 8x1+315<8, x1,75 >0}

El grafico se muestra en la Figura 2.7.

0 1 2/5 0 : .
Los puntos extremos son < 0 ) , ( 0 ) , ( 8/5 ) , ( 9 ) Trabajaremos con el poliedro (en
IRY)

P ={zcRo,+ry+x3=2, S8x;+300+24=28, 1,0, 3,14 >0}

16



(-2,4)
y<=-1x+10
(1.3
*
_ 02) _

y>=-2X A x<=1

(L1
y>=Xx
(00)

Figura 2.6: S es la envoltura convexa del conjunto U

que es equivalente a P en el sentido siguiente:

I

T T
( 1)673<:>E|a:3,x420: 2l ep.

i) T3

Ty

Examinemos entonces el sistema

1 +xo+ 13 2
8x1 + 329 +x4, = 8
0

X1,T2,T3,T4 Z

17



X2

8/3

X1

Figura 2.7: Ejemplo de motivacién.

Asignando valor nulo a dos variables cualesquiera podemos entonces resolver el sistema de
dos ecuaciones cada vez. Esto da las soluciones

0 0 0 2 1 2/5
0 2 8/3 0 0 8/5
2 1o | =231 o |1 o
8 2 0 -8 0 0

Se observa que dos de ellas (la tercera y la cuarta) no satisfacen la condicién de positividad,
luego no pertenecen a P’. Sin embargo las cuatro soluciones restantes determinan, en sus
dos primeras coordenadas, los puntos extremos de P:

0 0 1 2/5
0/)’\2/)'\ 0 )"\ 8/5 )"
Esto se expresa en forma general en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1 Sea un poliedro P = {x € IR"/Ax =b,x > 0}, donde A € Mp,xn(IR) es
de rango m y b € IR™. Un punto x es extremo de P si y solo si la matriz A se puede

18



descomponer, eventualmente reordenando sus columnas, en la forma A = [B,N]|, donde
B € Mym(IR) es invertible, N € My (m—m)(IR) corresponde a las columnas restantes y

-1
x:(B b),conBlbz().

0
Demostracion. »
(<) Sea x = BO b ) > 0. Se tiene que = € P, pues
—1
Az = [B, N ( By ) _ BB+ NO=b.

Sean u,v € P tales que = Au + (1 — \)v, para algiin A €]0, 1], es decir

(%)= () e (i)

(].) A\uq + (]_ — )\)?}1 =B
(2) )\Ug + (1 — )\)Ug =0

De alli:

Como u,v € P, necesariamente u > 0,v > 0. Luego de (2) se tiene que us = vy = 0.

U

Como u € P satisface Au = b, esto es [B, N] ( 0

) = Bu, = b entonces u; = B~!b, por lo

tanto, u = .

De la misma manera se prueba que v = x, con lo que se concluye que x es punto extre-
mo.

(=) Supongamos ahora que x € P es un punto extremo. Eventualmente reordenando
las columnas del sistema, x puede escribirse

X1

Tk

conx; >0paras=1,... k.

19



Notemos A = [Ay,...,A,], donde A;, i = 1,...,n, es la i-ésima columna de A. Luego,

k
como Az = b, se tiene que Y x;4; = b.
i=1

Probaremos que las columnas Ay, ..., A; son linealmente independientes. Supongamos que
son linealmente dependientes, es decir, que existen 1, ..., ux no todos nulos, tales que

k
=1

Definamos el vector u’ = (uy,. .., ux,0,...,0) que obviamente satisface Ay = 0. Constru-
yamos los siguientes vectores

y=x+ap

Z2=x—ap

Es claro entonces que Ay = by Az = by también que y, 2z > 0, para a > 0 suficientemente
pequeno. Por lo tanto se tiene que y, z € P.

Ademds ©* # vy, y # zy z # x, por lo tanto x = %y + %Z es combinacién convexa de
dos puntos distintos en P, luego no es extremo (contradiccion).

Asi, Ay, ..., Ay son linealmente independientes, lo que implica, en particular, que k < m.
Podemos agregar Ay,1, ..., Ay, (eventualmente reordenando columnas) para obtener un con-
junto maximal (recordar que A es de rango m) y definir B = [A4, ..., A,,,], que es una matriz
invertible, y N = [A;41, ..., Ayl

Con esto, A se puede escribir en la forma A = [B, N|, a menos de una reordenacién de
las columnas. Se tiene entonces las equivalencias

=1

=1 i=m+1

Notando x = ( B ), con

TN

T Tm+1 0
Ip = > 07 N = = )
T, Ty 0

la ecuacién anterior se escribe:
BiL‘B + NSL'N =b
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de donde z5 = B~!b. [ |

Corolario 2.2.1 El numero de puntos extremos de un poliedro en la forma candnica es
finito.

Demostracion. Hay a lo sumo m formas de elegir las m columnas independientes de

A, y cada matriz B estd asociada a lo mas a un punto extremo. [ |

Ejemplo 2.2.3 Consideremos un poliedro en la forma candénica dado por las matrices
21 0 -1 1

A‘{o 0 -1 2 } Y b_[l}'

Calculemos sus puntos extremos. De acuerdo al corolario anterior, existen a lo sumo 6 puntos

extremos dado que hay 6 formas posibles de elegir la matriz B.

(1) B= [ (2) é ] no es invertible.

(2) B = { (2) _01 ] es invertible, pero B~1b = ( 1/

no es un vector positivo.

W=

: : 4 .
es invertible y el vector B~1b = /2 ) tiene todas sus coodenadas

positivas.

1 no es un vector positivo.
1 —
(5) B = { 0 2

positivas.

(4) B = { é 0 ] es invertible, pero B™1b = (
!

: : 2 .
es invertible y el vector B~1b = /2 ) tiene todas sus coodenadas

_01 _21 } es invertible, pero B~'b = ( :i) ) no es un vector positivo.

(6)3:{

Los casos (3) y (5) nos entregan puntos extremos para el poliedro en estudio, solo falta ubicar
los valores resultantes en las posiciones correctas:
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» La matriz del caso (3) toma las columnas primera y cuarta de la matriz A, luego el

3

1

. .1 0

vector punto extremo correspondiente serd 0
1

2

» La matriz del caso (5) toma las columnas sequnda y cuarta de la matriz A, luego el

0

3

vector punto extremo correspondiente serd (2)
1

2

Definicién 2.2.3 Se llama politopo a la envoltura convexa de un conjunto finito de puntos.

De acuerdo con esta definicién, puede concluirse facilmente que todo politopo es envoltura
convexa de sus puntos extremos. Es obvio, ademas, que todo politopo es un poliedro. Luego,
parece natural preguntarse si todo poliedro puede escribirse como combinacién convexa de
sus puntos extremos. La respuesta es negativa, cuando el poliedro es no acotado. En el
Ejemplo 2.2.1 observamos que los puntos del poliedro que no estan en la superficie del
tridngulo definido por los puntos ( ;) > , ( Z

combinacion convexa de esos tres puntos extremos.

4
Y| g ) mo pueden ser expresados como

Ejemplo 2.2.4 Sea S = {z € IR* | x5 > |71|}. Dado que
Ty > x| = 1y > 11 > —79, 2 >0,
se tiene
S={reclR?/x, —1,<0, —2;—25<0, x>0}

En forma matricial, se escribe:

1 -1
-1 -1 |z<0.
0 -1

Como es posible ver en la Figura 2.8, el origen es el unico punto extremo y ningun punto
del poliedro S puede expresarse como combinacion convexra de sus puntos extremos. Luego,
para poliedros no acotados introduciremos un nuevo concepto, en la subseccion siguiente.
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Figura 2.8: El origen es el dnico punto extremo del poliedro de la figura y di, ds son sus (nicas
direcciones extremas.

2.2.2. Direcciones y direcciones extremas

Definicién 2.2.4 Sea S C IR", un conjunto convero. Un vector d € IR", d # 0, se dice
direcciéon de S siVx € S se tiene que v+ Ad € S, VA > 0.

Consideremos el poliedro P = {z € IR"/Ax = b,z > 0} .Una direccién de P debe satisfacer
que Vo € P :

Al +Ad)=b YA >0
z+Ad>0 YA>0

Luego, d es direccién de P si y solamente si satisface el sistema Ad =0, d > 0.

Definicién 2.2.5 Dos direcciones dy y do se dirdn iguales si di = ady para algun o > 0.
Se escribird dy = dy, si no hay posible confusion.

Definicién 2.2.6 Sea S un convezro cerrado y d € IR" una direccion de S. Se dice que d es
direccién extrema si, dadas dy y ds, direcciones de S, tales que d = ady + Bds para algin
a, B > 0, entonces se tiene que d = dy = ds.
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Es decir, d no puede expresarse como combinacion lineal positiva (estricta) de dos direcciones
distintas.

Ejemplo 2.2.5 En la Figura 2.8, dy y dy son direcciones extremas y toda otra direccion se
escribe como combinacion lineal positiva de ellas.

Con lo que hemos hecho hasta aqui, una pregunta interesante es: ;existira alguna caracteri-
zacion de las direcciones extremas, equivalente a la obtenida para puntos extremos?

Escribamos la matriz A que representa el poliedro escrito en la forma candnica tal como

. . —B~ta;
en el caso de puntos extremos, es decir, A = [B, N] y consideremos d = ( . 7] con
J
B~'a; <0, donde a; es columna de N. El vector e; tiene coordenadas nulas, salvo un 1 en
la posicién que indica el indice j.

Verifiquemos que d es direccion: en efecto, d >0 y

—B™ " a;
6.

Ad:[B,N]< ):—BB_laj+Nej:—aj+aj:O.

J

Supongamos que no es extrema. Entonces existen d; y ds, direcciones de P distintas entre
si, tales que d es combinacién lineal positiva de ellas, es decir,

—B_ICL]'
d= e = M\dy + )\gdg, para algunos )\1, Ag > 0.
J

Entonces d; y dy tendran necesariamente la forma:
dy = diy Cdy = day
me; 12€;

Como d; y dsy son direcciones de P entonces Ady; = Ady = 0. Luego

para algunos 1,72 > 0.

di1
nie;
da

12€;

[B7 N] ( ) = Bdll + 771N€j = Bdll —+ ma; = 0 = dll = —7718_1(1,]'

[B7 N] ( ) = Bdy + 772N€j = Bdsy + na; = 0 = do = —?723_1&]'
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por lo tanto d; = dy = d (en el sentido de la igualdad de direcciones), lo que muestra que d
es direcciéon extrema. De paso, se observa que 11,72 # 0 puesto que d; y ds son direcciones.

Lo explicado anteriormente nos permite formular el teorema de caracterizacién de direc-
ciones extremas.

Teorema 2.2.2 Sea un poliedro P = {z € IR"/Ax =b, x > 0}, donde A € My,xn(IR) es
de rangom y b € IR™. Una direccion d € IR" es direccion extrema de P si y solo si la matriz
A se puede descomponer, eventualmente reordenando sus columnas, en la forma A = [B, N,
. . - P . —B7la;
donde B € M ,xm(IR) es invertible y d es un maultiplo positivo de d = ( . 4 ) con
J
B7'a; <0, donde a; € N (es un vector columna de N) y e; es el j-ésimo vector de la base
canonica de IR"™™.

Corolario 2.2.2 FEl numero de direcciones extremas de un poliedro en la forma candnica es
finito.

L ’ n . .
Demostracién. Hay a lo mas ( m ) formas de elegir B! y como hay n — m columnas en

N, entonces (n —m) < ) es el numero maximo de direcciones extremas. |
m

Ejemplo 2.2.6 Volvamos al Ejemplo 2.2.3. De acuerdo al corolario anterior, existen 12
posibles direcciones extremas, por lo tanto no desarrrollaremos el cdlculo completo. Sélo
consideraremos el siguiente caso: tomemos la matriz B formada por la sequnda y cuarta

columnas de A, es decir B = [ (1) _21 } :

2 0 2 —
0 -1 0 —
de N no es negativo, por lo tanto, no nos permite calcular una direccion extrema. Sin em-
bargo, el producto con la sequnda columna de N es negativo. Tal como en el caso de puntos

Luego N = . El producto de B! con la primera columna

oo |

D[ =0 =

extremos, solo basta ordenar la informacion para decir que d = es direccion extrema

NI= R O

del poliedro.

Para concluir esta seccién, enunciaremos, sin demostrar, un teorema de caracterizacion que
liga todo lo que hemos desarrollado en esta seccion.
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Teorema 2.2.3 Sea P = {x € IR"/Ax =b, x > 0}, donde A € Myxn(IR) es de rango m
yb € IR". Sean x1,...,x; los puntos extremos y d,...,d; las direcciones extremas de P.
Entonces, x € P si y solo si puede ser escrito como la suma de una combinacion convexa de
los puntos extremos y una combinacion lineal positiva de las direcciones extremas, es decir,

k !
$:Z)\1IZ+Z,LL]CZ]
i=1 j=1
k
donde \; >0 Vi=1,....0k, > N=1 pu; >0 Vji=1,...,L
i=1

Teorema 2.2.4 P = {z € R"/Ax =0, x > 0} # 0 tiene al menos una direccién si y sélo
st P es no acotado.

Demostracioén.
(=) Si P tiene una direccién d, entonces es no acotado puesto que dado = € P se tiene que
x4+ Ad € P,¥YA >0y por lo tanto /\lim |z + Ad|| = 0.

—00

(«<=) Supongamos que P es no acotado y que no posee direcciones. Entonces tampoco po-

seee direcciones extremas y, por el teorema anterior, todo punto x € P puede escribirse de
k

k
la forma x = > A\;x;, para algunos \; > 0,i=1,... k > A\ =1
i=1

=1

Por la desigualdad triangular

k k k
]l = |32 Aews|| < SN llwill < 30 Jal] < o0 Vo e P
i=1 i=1 i=1
lo que contradice que P sea no acotado. [ |

26



Capitulo 3

Programacion lineal

3.1. Introduccién y ejemplos

Un problema de programacion lineal (o programa lineal) se escribe de manera explicita como:

(PL) min  cz1+  coxat +  Cp1Tpoit Gy
a T+ ai2Tet ...+ Qa1 Tpoit Qi pT, = b
2121+  QA22%2+ + Qp-1Tp_1t+  GpT, = by
am,1x1+ am,2x2+ .+ am,n—la:n—l—i_ Amndn = bm
o > 0 Yi=1,....n

o en forma compacta como:
(PL) min 'z
Axr =b
r >0

donde son dados ¢ € IR", b€ IR", A€ M,x,(IR), con m < n.

En la funcién objetivo o criterio ¢z, la variable = se conoce como variable de de-
cision o nivel de actividad y ¢ como vector de costos.

El conjunto de restricciones P = {x /Ax = b, x > 0} es un poliedro cerrado y se llama

conjunto factible. La matriz A se conoce como la matriz de coeficientes técnicos y b
como vector de recursos o, simplemente, lado derecho.
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Observacién 3.1.1 Se cumple:

» Si P es acotado, entonces existe solucion, pues se minimiza una funcion (lineal) con-
tinua sobre un conjunto compacto (el poliedro P es cerrado).

s Si P es no acotado, puede ocurrir que ¢’z — —oo, con x € P.

Definicién 3.1.1 Tres posibilidades para un problema (PL):

» Se dird que el problema (PL) es acotado si eriste Z € IR tal que z < Tz, Va € P.

» Se dird que el problema (PL) es no acotado si eristen d € IR", xy € P tales que
To+ A E€P, VA>0 y cI(xg+ Ad) = —00 si A — 0.

» Se dird que el problema (PL) es infactible si P = ().

Observacion 3.1.2 FEs evidente que si (PL) es no acotado, entonces P es no acotado. La
otra implicancia no siempre es cierta, como veremos cuando estudiemos como resolver un
programa lineal.

Formas mas usadas de un problema de programacion lineal

Existen muchas formas de escribir un problema de programacién lineal, pero algunas de las
mas habituales son:

1) Forma de desigualdad:

méx clz
Azrx <b
2) Forma estandar o canodnica:
min 'z
Az =0
zr >0

Estas dos formas son equivalentes pues los poliedros {x/Ax = b,x > 0} y {x/Az < b} son
equivalentes, en el sentido que se puede pasar de una forma a otra mediante cambios simples
en las variables y restricciones, como por ejemplo:

= Pasar de > a < multiplicando la restriccién por —1.

» Pasar de < a = wusando una variable de holgura, es decir:
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n n
> ajjx; < b; puede escribirse en la forma Y a;;x; + Tpq1 = by,
Jj=1 Jj=1
con x,1 > 0. Notar que en este caso el problema aumenta en una variable por cada
restriccion de desigualdad convertida en igualdad.

= Una variable irrestricta x puede ser reemplazada por dos variables no negativas x; > 0
y x9 > 0, escribiendo x = x1 — 29

T T

» Maximizar ¢’ x es equivalente a minimizar —c' x

Ejemplo 3.1.1 El problema
max 4x, +7x9

T1 —31'2
I

8
0

(AVAIAY]

es equivalente al problema (haciendo x4 = u — v, con u,v > 0).

—min —4z; —Tu +7v
—r1 +3u —3v <
T, U,V > 0

el cual es equivalente al problema canonico:

—min —4z; —Tu+Tv
—r; +3u—3v +y = —8
ri,u, v,y >0

Plantear un problema de optimizacién requiere comprender la estructura del mismo y ser
ordenado y creativo a la hora de darle forma.

3.2. Resolucion de problemas de programacién lineal:
algoritmo Simplex

Teorema 3.2.1 Sea P un poliedro no vacio en la forma candnica y sea el problema

(P) min 'z

reP

Entonces una de las siguientes afirmaciones es verdadera:
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(i) (P) es no acotado.

(ii) (P) tiene un vértice (punto extremo) como solucion.

Demostracién. Supongamos que existe una direccién extrema d tal que ¢’'d < 0. Entonces,
dado que el poliedro es no vacio, elijamos xy € P. Es evidente que xy + ad € P y que

cI'(zg + ad) — —o0, si @« — co. Entonces (P) es no acotado, lo que prueba (i).

Contrariamente, suponganos que no existe una direccién extrema d tal que ¢’d < 0. En-
tonces, aplicando el Teorema 2.2.3 (representacién de puntos de un poliedro) al punto xg, se

k l
o = Z )\ZZL‘Z + Z [,l,jdj
i=1 j=1

tiene que

k
donde \; € [0,1], Vi=1,....ky S hi=1, p; >0, Vj=1. 1
=1

Entonces, dado que ¢’d; > 0 para todo j = 1,...,l tenemos

k ! k
o E Nel @y + E uchdj > E Nl x;
i=1 j=1 i=1

y si elegimos ¢ tal que ¢!

k

Loy > g )\ichq = chq

i=1

z, = min{c’zy, ..., "z} entonces

lo que muestra que x, es solucién de (P), puesto que z( es arbitrario en P. Es decir, la

solucion se encuentra en un punto extremo. Esto termina la prueba.

Motivacién: solucién grafica en R?

Consideremos el siguiente problema lineal

(P) min —2z
2371
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Gréaficamente, en un problema de minimizacion, lo que se hace es desplazar la recta que
representa los costos en la direccién —c, que es la direccion de maximo descenso. Con esto
tenemos que el valor 6ptimo sera aquel ultimo punto factible que alcance la funciéon objetivo
en su descenso. Desgraciadamente, para dimensiéon mayor o igual a 3, ya no es posible resol-
ver estos problemas de manera grafica.

Como se advierte del teorema anterior, para poder resolver un problema de programacion
lineal necesitamos sélo considerar los vértices del poliedro P = {x € IR"/Ax = b,z > 0}
como candidatos a solucién 6ptima del problema. Para un nimero grande de variables (n)

y restricciones (m) vimos también que el nimero de vértices puede ser enorme, m >, por

lo que una metodologia més sistemética se hace necesaria.

3.2.1. Fase II del algoritmo Simplex: mejorar solucion en curso

El método Simplex, desarrollado por George Dantzig en los anos cuarenta, tiene una idea
geométrica muy simple: primero se encuentra una base factible (un vértice de P) y luego se
pasa de vértice a otro, a través de las aristas de P que sean direcciones de descenso para
la funcién objetivo, generando una sucesién de vértices cuyos valores por z(z) = ¢’z son
decrecientes, con lo que se asegura que un mismo vértice no es visitado dos veces. Asi, como
el nimero de vértices es finito, el algoritmo converge en tiempo finito; esto significa que
encuentra una solucion éptima, o una arista a lo largo de la cual la funcién objetivo es no

acotada.

A la busqueda de una base factible se la llama Fase I del algoritmo Simplex (esto se vera mas
adelante). El resto del procedimiento (que describiremos a continuacién) se conoce como Fa-
se II.

Consideremos el problema
(P)min 'z

xeP
con P ={z € R"/Az = b,z > 0}.

Supondremos que A € M,,,, es de rango m, entonces puede escribirse de la forma A = [B, N|,
con B € M,,,, invertible.

Notemos x = ( iB ) , ¢ = ( EB ) . Entonces, Ax = Bxg + Nxzy = b con lo que fi-
N N
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nalmente zz = B~'b — B~'!Nzy.

Definicién 3.2.1 Las coordenadas del vector xg se denominan variables basicas y las del
vector xx son las variables no basicas. Andlogamente, a la matriz invertible B se le llama
base y si se cumple que B~'b > 0 entonces se dice base factible.

El problema (P) es equivalente a

min chap + Loy
Bl’B —+ NZ'N =b
N Z 0
B 2 0
o bien, reemplazando xp en la funcién objetivo,
min ;B o+ (¢ — kB N)zy
rp + B_lN.I'N =B~
N Z 0
B Z 0

Notemos que la funcién objetivo original

2(x) = chap + chry

coincide con la funcién
5 T -1 T Tl
Z(xy) =cgB b+ (cy — cgB™ N)zxy,
para x € P. Entonces, minimizar z(x) es equivalente a minimizar Z(zy) y se obtiene trivial-
B~'b

0 ) es 6ptimo cuando ¢k, — ¢cEB™'N > 0, puesto

mente que el punto extremo z = <
que
2(T) = chIp + cnTy = B0 < chB7'h + (¢ — ckB ' N)xy,

para todo xz > 0.

Definicién 3.2.2 La cantidad 77 = ¢c5 B~ es un vector fila que se conoce como vector de
multiplicadores del Simplex. Esta terminologia proviene de la interpretacion de las coor-
denadas de m como multiplicadores de Lagrange. Daremos mas adelante una interpretacion
economica de estos multiplicadores.

Definicién 3.2.3 El vector fila ¢ = c& — cEB™'N se denomina vector de costos reduci-
dos.

A continuacién examinaremos por separado, con la ayuda de un ejemplo, los tres casos
que pueden aparecer cuando estamos en presencia de un punto extremo y a partir de esto
generaremos la formulacion general del algoritmo Simplex.
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CASO 1: criterio de optimalidad

Ejemplo 3.2.1 Consideremos el siguiente problema, escrito en la forma candnica:

min Ox;
xy

0

+O.T2 —|—3I3 +x4
—X9 +5ZE3 —T4
i) —8I3 +4TL’4

T

Elijamos B = [1 _11} , N = {

donde:

5 —
-8 4

I ()

T2

xp : variables bésicas o en la base (21, x5 en este caso),

xy : variables no-bésicas o fuera de la base (x3, x4 en este caso).

_—w o O

Se puede despejar x1, x5 en funcion de x3, x4 y reemplazar en la funciéon objetivo. Entonces,
el problema se escribe:

Como ¢

L -

min 0z
T

TN =(3,1) > 0, la solucién (

+OZE2

X2

+3x3  +x4
—3.CE3 +3.’E4
—8xs +4x4

T

IB
TN

AV

O O =D

6
4
0

i=1,2,3,4

(B

-1

0

) es Optima.

Criterio de optimalidad: en un problema de minimizacién escrito en la forma canoénica,

si las variables no basicas tienen asociado un vector de costos reducidos ¢k = ¢

(B

., B
entonces la solucion
TN

-1

)

es Optima.

CASO 2: criterio de no acotamiento

Ejemplo 3.2.2 Consideremos el siguiente ejemplo:
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min O.Tl —|—O£C2 —3333 +x4

r1 —Ty +5r3 —x4 = 2
i) —81E3 +4l’4 = 4
r > 0 1=1,2,3,4
Habitualmente, los datos se ordenan en un cuadro:
0 ek ‘ —7Th

I B'N|B%

Siguiendo el procedimiento del CASO 1, encontramos la siguiente tabla:

1
Tr1 To9 T3 T4 —Z
0 0 -3 1|0=-7lb
1 0 -3 3 6
0o 1 -8 4 4

. . T ., .
Tal como en el ejemplo anterior, x = (6 4 0 0) es una solucion factible; pero no es
optima, pues ¢3 = —3 < 0 y es claro que conviene que la variable x3 tome un valor positivo.
Entonces observemos que

I = —31’44‘6"—31'3
To = —41’4 +4+8l’3

Tomando z4 = 0 (fuera de la base), z3 puede crecer indefinidamente, disminuyendo el valor
de la funcién objetivo, sin violar las restricciones, dado que las variables x1 y x5 se mantienen
positivas. Este problema es no acotado.

Criterio de no acotamiento: si un costo reducido es negativo y los elementos en la colum-

na correspondiente son negativos o nulos, entonces el problema es no acotado. Si la columna
es enteramente nula (incluyendo el costo reducido), la variable es irrelevante.

CASO 3: criterio de mejoramiento de la soluciéon en curso

Ejemplo 3.2.3 Veamos ahora el ejemplo:

min 01’1 —|—OZE2 +3ZE3 —T4
1 —X2 +5ZE3 —Ty = 2
) —8$3 —|—4{L‘4 = 4
x> 0 i=1,2,34
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Escribamos la tabla:

1
Ty T X3 T4 | —X
0O 0 3 -1[0
1 0 -3 31| 6
0 1 -8 4] 4

La variable x4 es no béasica y su costo reducido es negativo, luego conviene hacerla entrar
a la base. Si hay més de una variable con costo reducido negativo, se elige cualquiera que
cumpla esa condicién, aunque en general se usa elegir aquella de costo reducido menor.

. Hasta qué valor puede crecer z,7 Veamos las condiciones:

ry = —3ZE4 + 6
Tre = —4dxy+4
xg =0 (fuera de la base)

Como z1 > 0y w2 > 0, entonces a lo sumo se puede llevar x4 a su valor maximo, que es

%

6 4
ry =min{— /a;s >0} = ml'n{g, Z_L} = 1.

Q4
Is
Ty T2 I3 T4 —Z
0 0 3 -1]0
1 0 -3 3|6
0o 1 -8 4 =

Criterio de pivoteo (mejorar solucién en curso): se hace entrar a la base alguna (cual-
quiera) variable no bésica cuyo costo reducido sea negativo.

Sea x, la elegida. Para decidir cudl es la variable que entra en su reemplazo, se conside-
ra el cuadro

o Gy | -2
ai ai, | b
aml e dmn bm
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y se busca la fila r tal que

by b;
— = min{— /a;; > 0}
TS Qs

pivoteando luego sobre el coeficiente en la posicién (r, s), esto es, realizando operaciones ele-
mentales entre filas para dejar un 1 en la posicion del pivote y ceros en el resto de esa columna.

Algoritmo Simplex (Fase II)

Consideremos de nuevo el cuadro factible del parrafo anterior, es decir, suponiendo que
b; >0, i=1,...,m, que la matriz A contiene una identidad (correspondiente a las colum-
nas basicas) y que los costos reducidos de las variables basicas son nulos.

(1) Si¢; >0 Vj=1,...,n, entonces la solucién en curso en éptima. Las variables bésicas
son iguales a b; y las no basicas son nulas.

(2) Si¢; < 0 para algin j, la elegimos para entrar a la base. Usaremos el criterio descrito
anteriormente de elegir la variable cuyo costo reducido es menor. Supongamos que
dicha variable es la s.

(3) Sia;s <0 Vi=1,...,m, el problema es no acotado.

b, ; ,
(4) Si a;s > 0 para algun 4, se determina r tal que — = min{— /a;s > 0} y se pivotea en
Q Qs

TS
a,s, para después volver a (1). Los coeficientes son modificados segun:

Qs drj

" Q< Qg — para i # 1

rs
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Observacién 3.2.1 Notar que esto corresponde precisamente al pivoteo de Gauss para la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Ejemplo 3.2.4 Consideremos

min —X —3&72
T +X9 < 3
—3561 +Zo < 2
r1,72 > 0
El problema, escrito en la forma candnica, queda:
min  —x; —3ry +0x3 +0x4
T +29 +x3 = 3
—31’1 +Zo +r4 = 2
r > 0 1=1,2,3,4

Entonces la tabla evoluciona de esta forma:

0 0 5/2 1/2]17/2

-1 -3 0 010 -10 0 O

I 1 1 03 Wo1-11—>rw(1)?;/i‘f/f111/44

-3 0 1|27 3010 12 /41 /
111 g

De este cuadro final identificamos x* = (Z T 0 0) como la solucién 6ptima y el valor

éptimo es z* = —17/2

Definicién 3.2.4 Si una o mds variables bdsicas son nulas, entonces la solucion se dice
degenerada. En caso contrario, la llamaremos no-degenerada.

Observacion 3.2.2 Cuando la solucion x de un problema de programacion lineal es dege-
nerada, existe mds de una base asociada a ese vértice. En efecto, si x € IR" tiene p < m
componentes positivas, donde m es el niumero de restricciones del problema, entonces podrian

haber (TT:L __];> soluciones basicas factibles diferentes correspondientes a x. El punto x es el

mismo, pero los conjuntos de variables etiquetadas bdsicas y no bdsicas son diferentes.
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3.2.2. Fase I del algoritmo Simplex: obtener una solucién inicial
basica factible

Hasta ahora, sabemos resolver un PL dada una solucion bésica inicial. Cuando se trata de
un problema de inecuaciones de tipo < y el lado derecho es positivo o nulo, entonces la base
de partida es trivial: estda dada por las variables de holgura. La Fase I del Simplex consiste
en encontrar una base factible cuando identificarla no es trivial.

Sabemos que el problema
(P) min Tz
Axr =0
r >0

se puede resolver mediante el algoritmo Simplex, recorriendo puntos extremos de la forma

-1
:B:(Bob)zo

que se llaman soluciones basicas factibles.

El problema es conocer una solucién basica factible para comenzar el algoritmo. Este pro-
blema, que corresponde a investigar la factibilidad de (P), puede plantearse mediante el
siguiente problema auxiliar:

(P,) min > T

Ar+x, =0b
r,r, >0

Notemos que = € IR" y x, € IR™. Bajo el supuesto razonable b > 0, una solucién basica
factible evidente para este problema es x = 0 y z, = b, luego podemos usar la Fase II del
algoritmo simplex para resolverlo.

El problema (P,) se resuelve considerando B = I (z, en la base), N = A,cg = 17y
cy = 0T, Asi, para este problema el cuadro inicial es:

ek 0| —chb ch—cEA 0| —chb —17A O‘—ITb
A 1| b A Il b A T[] b

donde 1 es el vector que tiene todas sus coordenadas iguales a 1, de manera que 17b =
by +...+b,,. Las variables x,; son llamadas variables artificiales y el proposito del problema
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(P,) es llevarlas a tomar valores nulos. Esto es posible, siempre que el problema original ten-
ga una solucién factible. En tal caso, el método Simplex terminard con una solucién bésica
factible, donde z,, =0 Vi=1,...,m.

Si en el 6ptimo de (P,) se tiene algin z,, = 0 Vi = 1,...,m, entonces la solucién en
curso es solucién factible de (P). La solucién de (P,) satisface

A 1] (j) =1,

con (; > > 0, luego (;:) es solucién de (P,) si y sélo si x es solucién de (P).

a

Si en el éptimo de (P,) se tiene algiun z, > 0, entonces el poliedro es vacio, es decir,
(P) es infactible.

Ejemplo 3.2.5 Consideremos

max -—x; —+2Ts

T +x, > 1

I —Ty = 0

il S 4

zi > 0 1=1,2
Escribamos el problema en su forma canénica:
(P) —min z; —2x
T +x9 —Ig =1
I +ry = 4
T, —T9 =0
x > 0 1=1,234

Luego, agregando las variables artificiales x5, g, 27 (son tres, dado el nimero de restricciones
del problema (P), tenemos:

min rs +xg +x7
Ty +xg9g —T3 +x5 = 1
I —|—ZL’4 +ZL‘6 = 4
T, —Xo +x7; = 0
xr, > 0 1=1,...,7
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Ya tenemos planteado el problema que necesitamos resolver. Escribamos la tabla y aplique-
mos el método Simplex!:

l
-3 0 1 -1 00 0|5
1 1 -1 0 1 001 r'= (000014 0)
1 0 0 1 0104
1 =1 0 0 00 1] 0 <«
Primera iteracion:
0 -3 1 -1 00 3|5
0 -1 0 1 0 —1] 1 <« = (000014 0)"
0 1 0 1 01 —-1] 4
1 -1 0 0 00 1]0
Segunda iteracién:
l
00 —1/2 -1 3/2 0 3/2 |-7)2
01 —-1/2 0 1/2 0 —-1/2] 1/2 @?= (212000 Io0)
o0 1/2 1 —=1/2 1 —1/2| 7/2 <«
10 -1/2 0 1/2 0 1/2 | 1/2
Tercera iteracion:
00 0 0 1 1 1 |0
01 —-1/2 0 1/2 0 —-1/2|1/2 A1 1 7 T
00 1/2 1 —1/2 1 —1/2|72 (220353000
10 —-1/2 0 1/2 0 1/2 |1/2

En la dltima iteracion todas las variables artificiales salen de la base, los costos reduci-
dos asociados toman todos el valor 1y z = 0.

Ya tenemos una solucién basica factible. Ahora eliminamos las variables artificiales y re-
calculamos los costos reducidos y el valor objetivo para esta solucion:

'as negrillas sefialan las variables en la base para cada iteracién.
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0 1 —1/2 0]1/2
00 1/2 1[7/2
10 —1/2 0]1/2

El vector de costos estd dado por c¢? = (1 -2 0 O)T, por lo tanto:

cg = (02 Cy cl)T = (—2 0 1)T, c% = (03) = (O)

El orden en que se escribe el costo para las variables basicas depende del vector en la base
candnica que las mismas tienen asociado.

Reconozcamos las matrices B y N en el problema original (P):
-1

1
1|,N=10
1 0

1
B=10
-1

o = O

Los costos reducidos seran:

Engz(O 0 O),
1 0 11" /-1
ch=ck—-(-2 010 11 0] =-1
-1 0 1 0
_1
2
% columna no basica del cuadro
4y
En tanto que:
1/2 1
—n'b= (-2 0 1)[7/2 =3
1/2

Con esto el cuadro queda:
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!
00 —1/2 0|1/2
0 1 —1/2 0]1/2
00 1/2 1|7/2 —
10 —1/2 0]1/2

[terando una vez segun la Fase II algoritmo Simplex, obtenemos:

—_ o olo
o~ olo
NN N N

1
1
2
1

O O =IO

con lo cual 27 = (4 4 7 0) es soluciéon éptima para el problema, y el valor de la funcion
objetivo es —(—nTh) = 4 (recordemos que hicimos el cambio max z = — min{—z}).

3.3. Introduccién a la programacién lineal entera

3.3.1. Meétodo de ramificacién y acotamiento

En esta subseccién presentamos una forma de resolver el problema de programacién lineal
con la restriccion adicional de integridad de algunas de las variables. Un caso particular muy
importante de esto es aquel en que algunas variables pueden tomar solamente los valores
0 6 1 (variables binarias o de decisién). Suponiendo que los costos son numeros enteros,
introduciremos el método a través de un ejemplo simple: consideremos

(P) min 5lx; 490z,

Ty +ry > 6
5([1 +9$2 Z 45
T1,T2 € IN

El método funciona de la siguiente manera: se resuelve primero el problema relajado siguiente:

(Fy) min 5lx; +90x,

T1 +Z2 > 6
5.771 +9l’2 Z 45
x,ry > 0
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La relajacién corresponde a cambiar el conjunto IN por IR, pero en el caso de variables 0-1,
la relajacion corresponderia a imponer restricciones del tipo z; € [0, 1].

La solucion de (Py) es (z1, 2) = (2, £2), con valor z; = 452,25. Si denotamos z* al desco-
nocido valor éptimo de (P), entonces es claro que z§ < z*, pues la region factible de (P)
contiene a la regién factible de (P).

Dado que los costos son enteros, se puede deducir una cota de (P): z* > 453.
Acotamos una de las variables (1), que toma valor no entero, en la forma z; < 2 o bien

x1 > 3. Eso divide la region factible en dos subregiones que conforman una particién de la
regién factible de (P). Se resuelve por separado los dos subproblemas asi generados:

(PH) min 5].ZL'1 +90$2 (P12) min 511’1 —|-90£L’2
1 +zy > 6 T +ry > 6
5.231 +9332 Z 45 51’1 +9.T2 2 45
T < 2 1 > 3
T1,T2 Z 0 T1,T2 Z 0

sabiendo que la solucién de (P) se encuentra en una de las dos subregiones factibles de
estos problemas (Py1) y (P12). Veamos entonces las soluciones de estos problemas:

» para (Pi1): (z1, x2) = (2, 4), 2§, = 462;

= para (Ppo): (21, 22) = (3, %), 2, = 453.
Dado que (Py;) tiene solucién entera, representa una solucién factible para el problema ori-
ginal (P). Entonces ese problema ya no dard origen a subproblemas, pues no hay variables
para subdividir, y establece una cota para la funcion objetivo: z* < 462.

Anélogamente, el problema (Pj2) tiene una solucién no entera, de modo que su valor éptimo
es una cota inferior del valor éptimo del problema (P) original, es decir, z* > 453.

En esta etapa corresponde entonces subdividir segtin el subproblema (Pjs), en la forma:
To < 3 0 bien x5 > 4. La variable x5, en este caso, es la Uinica que permite ramificar, pero
en general puede haber muchas y en ese caso se elige cualquiera. Tenemos entonces dos sub-
problemas a partir de (Ps):
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(P21) min 511’1 +90$2 (PQQ) min 511’1 +903§'2

T +zo > 6 Tt +zo > 6
5.%'1 +91’2 Z 45 51’1 +9.T2 Z 45
T Z 3 T Z 3
T S 3 i) 2 4

T1,T2 Z 0 T1,T2 2 0

Las soluciones respectivas son:

» para (Ps): (71, x2) = (%, 3), 24, = 453, 6;

» para (Pa): (21, x2) = (3, 4), 25, = 513.
Esto entrega el nuevo intervalo: 454 < z* < 462.

Si denotamos (P;) a un subproblema cualquiera de la ramificacién, entonces se detiene el
proceso de busqueda en la rama correspondiente cada vez que ocurre una de las 3 situaciones
siguientes:

» El subproblema (P) es infactible. Cualquier ramificacién (que corresponde a agregar
restricciones) que se haga de ahi en adelante generard subproblemas infactibles.

» El subproblema (Py) entrega una solucién entera. Dado que la region factible de (Py)
estd contenida en la regién factible del problema (P), entonces la solucién del subpro-
blema es factible para (P) y por lo tanto provee una cota superior del valor éptimo z*
buscado.

» El subproblema (Fy) tiene solucién no entera y su valor 6ptimo es mayor que la menor
cota superior de z* establecida por los subproblemas precedentes que han entregado
soluciones enteras.

Para la aplicacién de estas reglas hay que tener en cuenta que:

= Cada vez que se encuentra un subproblema con solucién entera, se genera una cota
superior de z*.

= Cada vez que se encuentra un subproblema con solucién no entera, se puede ramificar
y se dispone de una nueva cota inferior de z*.
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Estos dos hechos permiten establecer una sucesion decreciente de intervalos que contienen
el valor z* y que pueden ser usados como criterio de detencion, cuando no se busca necesa-
riamente la solucién éptima de (P), sino que solamente una buena aproximacion de ella.

En nuestro ejemplo, la rama a partir de (Py) debe detenerse por dos razones: tiene so-
lucién entera y también el valor z99 = 513 es mayor que la mejor cota z* < 462.

Contrariamente, se puede ramificar de nuevo a partir del problema (Fy;), segin la varia-
ble x1, que toma el valor 18/5 en dicho problema. Siguiendo este proceso se llega finalmente
a la solucion del problema original:

" (wi{? x%) = (97 0)7 2" =459,
que proviene de la resolucién del subproblema:

(Ps1) min 5lz; 490z,

T1 +T2 > 6
dr1  +9x2 > 45
T Z 3
i) S 3

Ty > 4
To <2

T 2 6
T2 S 1

T Z 8
i) S 0

Ty, Ty > 0

Este método, si bien es convergente, puede ser muy ineficiente del punto de vista del inmenso
niumero de subproblemas que puede ser necesario resolver para llegar a la solucién. En el
ejemplo aqui presentado, de sélo dos variables, ha sido necesario "bajar” hasta el noveno
nivel del arbol y resolver 17 subproblemas para encontrar la solucién. Mucha investigacién
se ha llevado a cabo con el fin de mejorar la eficiencia de este método basico y actualmente
se dispone de muy buenas estrategias de solucién para problemas muy grandes (varios miles
o eventualmente millones de variables) de programacién lineal mixta (con variables enteras
y continuas).

Como tultimo comentario, se puede observar que si se hubiese aproximado la solucién del

primer problema relajado (F) al entero mas cercano, se habria propuesto la solucién aproxi-
mada
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. (xhlkv 953) = (27 4)7 2" =462,

que esta bastante lejos de la solucién exacta encontrada mediante el método. Ese es un
peligro que se corre cuando se resuelve el problema relajado y luego se aproximan los valores
de las variables al entero mas cercano. Eventualmente este tipo de soluciones aproximadas
puede ser infactible. Mas abajo se muestra el diagrama de subproblemas que se genera en el
ejemplo.

z2<462, sol. entera

\

r\
N
v
N
(93]
w

I

I
)
v

z<513, sol. entera

infactible 22454
<5 - - S 2 25474, sol. entera

R
\
\
\
N
v
I
by
x
R A
\N
\
ew
1
1
1
ll 2
v
I w
1
1
v

z2<486, sol. entera

S.
3
2
)
&
\
»
\
\
~N N
5 ¥
a ]
A [2))
1
I
1
I
1
1
v

2<498, sol. entera

5
Ry
2
® N
\
\
R =
'8
\
I
1
1
1
| LY,
’ ~
1
\ 4

25459, sol. entera dptima x=(9, 0)

Figura 3.1: Arbol de subproblemas.



3.3.2. Algunas técnicas de modelamiento con variables enteras

Tal como vimos en la subseccién anterior, en aplicaciones de la Optimizacion, especialmente
en el caso lineal, es muy frecuente que aparezcan de manera natural variables que sélo toman
valores enteros y, en muchos caos, variables binarias, es decir que solamente pueden tomar
valor cero o uno. Estas ultimas corresponden habitualmente a variables de decision, es decir,
variables que representan una actividad que puede o no ser realizada. En esta subseccion
entregaremos algunos ejemplos clasicos de uso de estas variables, los cuales pueden ser apli-
cados en numerosos casos, usando las analogias correspondientes.

Supongamos que hay n decisiones de tipo binario, representadas por variables

o 1 sila actividad ¢ se realiza
71 0 sino

Para fijar ideas, supondremos que la actividad i corresponde a la instalacién (construccion)
de una planta de produccion de cierto producto, el cual es producido en cantidades enteras.
Notemos mediante z; la cantidad producida en esa planta. Analizaremos varios casos muy
tipicos para los cuales es necesario escribir las ecuaciones (restricciones) correspondientes.

1. Las actividades ¢ y j son excluyentes (incompatibles), es decir no se deben realizar
ambas. Esto se expresa con una ecuacién de exclusion, del tipo

Zi—i‘ZjSl,

que significa que se puede construir a lo mas una de ambas plantas.

Esta incompatibilidad puede afectar a un subconjunto cualquiera S, de las n acti-
vidades, lo cual se representa mediante

sz §p7

kesS

que significa que a lo mas p actividades del conjunto pueden ser realizadas.

2. Las actividades ¢ y j son incluyentes entre si, es decir, se debe construir ambas plantas
o ninguna, lo cual se expresa simplemente mediante

Z; = Zj
3. Las actividades 7 y 7 son excluyentes, pero una de ellas debe realizarse:
Zi + Zj =1
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Ciertamente, si p de las actividades de un subconjunto cualquiera S deben realizarse,
entonces se impone la condicién
E Zr =P

4. La realizacion de la actividad 7 obliga a la realizacion de la actividad 7, es decir, la
actividad j es requisito para realizar ¢:

ZZ'SZJ‘

Una generalizacion posible es el caso en que la actividad j es requisito de un conjunto
de actividades S. En ese caso, se puede replicar la restriccién anterior para cada una
de las actividades del conjunto o bien se puede escribir todo en una sola inecuacién,

del tipo
Z 2K < czj,
kes

donde c es la cardinalidad de S.

5. El costo total de instalacién de las n plantas estda dado por la expresién

n
E C’izia
=1

donde C; representa el costo de la actividad i. Esta expresion puede ser usada como
parte de la funcion objetivo o para representar una restriccion de presupuesto total de
construccion, del tipo

zn: Cizi < K,
i—1

siendo K el presupuesto disponible.

6. Si se desea relacionar la construccion de las plantas con la produccién de ellas, se puede

establecer
2 <1y < Qi

Como interpretacion, supongamos que se construye la planta, es decir z; = 1, entonces
la restriccion define las cotas de produccion de ella, entre una unidad de producto y
la capacidad @); de la planta. Si la planta no se construye, es decir z; = 0, entonces
la produccién z; toma el valor cero, lo cual es esperable. Finalmente, si la produccion
es nula (z; = 0), entonces la variable z; toma también el valor cero y por lo tanto la
planta no se construye.

Los casos descritos son ilustrativos y muy frecuentes, pero por cierto existen numerosas e
inesperadas situaciones que podrian ser modeladas usando una logica similar a la expuesta.
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Capitulo 4

Dualidad en programacion lineal y
aplicaciones

Comenzaremos el estudio de la dualidad en programacion lineal con un ejemplo: una fabrica
produce tres articulos en cantidades x1, x5, x3, los cuales utilizan dos materias primas en su
elaboracion, digamos a y b.

El proceso de produccién debe satisfacer lo siguiente:

= Para producir una unidad del articulo 1 se necesitan 2 unidades del recurso a y 5 del
recurso b.

= Para producir una unidad del articulo 2 se necesitan 3 unidades del recurso a y 2 del
recurso b.

= Para producir una unidad del articulo 3 se necesita 1 unidad del recurso a y 1 del
recurso b.

= El recurso a esta disponible hasta 10 unidades y el recurso b hasta 20 unidades.

s El precio unitario de venta del producto 1 es $4, el del producto 2 es $1 y el del
producto 3 es $5.

» El problema del fabricante sera el de maximizar sus utilidades (sus ingresos por venta,
en este ejemplo) sujeto a sus restricciones en la produccién.

El problema se plantea entonces en la forma:
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(P) max 4.1'1 +X2 +51’3

21’1 +3I2 +3 < 10
5ZE1 +2l’2 +x3 S 20
z, > 0 i=1,2,3

Tomemos una combinacion lineal positiva de las restricciones, con multiplicadores 1, yo:
y1(2x1 + 329 + 3) + yo (b1 + 229 + x3) < 10y; + 20y2
Esto que puede reescribirse de la forma:
21(2y1 + 5y2) + x2(3y1 + 2y2) + x3(v1 + y2) < 10y + 20y,

Si imponemos las condiciones:

21 +dy, > 4
3y1 +2yp > 1 (4.1)
yi t+y2 = 5

entonces,
z =A4x1 4+ 19 + 513 < 10y; + 20y = w,

es decir, w acota superiormente a la funcién objetivo de (P) cuando se satisface (4.1). Luego,
es razonable preguntarse si el minimo de la funcion w es igual méaximo de la funcién z. Es
decir, planteamos el siguiente problema asociado a los multiplicadores ;:

(D) min 10y; +20y,

20 5y, > 4
3y1 2y > 1
Y1 +y2 > 5
yi,y2 = 0

y quisiéramos averiguar si el valor maximo de z (6ptimo de (P)) coincide con el valor
minimo de w (6ptimo de (D)).

Notemos que hemos partido de un problema de la forma
T
(P) méx(4 1 5) |z

€3
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231”’"1<1o
5 2 11 | 2] =\20
x3

x1,x2,x3 > 0

y hemos llegado a otro de la forma

(D) min (10 20) (g;)

2 5
1 1 Y2

Yi,Y2 > 0

[ SN

M4s atin, se observa que la solucién de (P) es z* = (0,0, 10)T, con 2* = 50 y la solucién de
(D) es y* = (5,0)T con w* = 50. La igualdad z* = w* es una propiedad que precisaremos en
la seccién siguiente.

4.1. Definicién de dualidad y principales propiedades
Lo expuesto en la seccién precedente motiva la siguiente definicion de dualidad.

Definicién 4.1.1 Sea

un problema que llamaremos problema primal. El problema:

(D) min bTy
ATy
Y

AVAINY
oo

se llamard problema dual de (P).
Teorema 4.1.1 La dualidad es simétrica, es decir, el dual de (D) es (P).
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Demostracién. Para demostrar este teorema tomaremos el problema:

(D) min by
ATy
Y

IV IV
oo

y lo transformaremos para escribirlo en forma ”primal”, es decir, como un problema de
maximizacién, con restricciones de tipo <, y positividad en las variables. Esto es, (D) es
equivalente a:

El problema dual asociado a (D), segin la definicién anterior, es:

—min (—c)Tx
(—A)z > -b
r >0
que a su vez es equivalente a:
(P) max cl'x
Arx <b
zr >0
que es entonces el dual de (D). |

Observaciéon 4.1.1 El teorema precedente muestra que la denominaciones de primal y dual
son arbitrarias, en el sentido que ambos problemas son duales mutuos. Asi, como se verd mds
adelante, cualquier problema puede ser denominado primal y su dual, que siempre existe, no
es unico, en el sentido que un mismo problema puede escribirse en mds de una forma.

Una nocion limpia de dualidad requiere que las variables de un problema pertenezcan a
un espacio cuya dimension sea igual al nimero de restricciones del dual (por restricciones
entendemos las ecuaciones o inecuaciones lineales, sin incluir las condiciones de signo de
las variables).
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El teorema siguiente muestra que la funcién objetivo del problema dual acota a la del primal
y viceversa.

Teorema 4.1.2 (Dualidad Débil) Sea

(P) max cl'x
Az <b
x

IV 1
o

un problema primal y

(D) min by
ATy
Y

(VAN
oo

su dual. Si P y D denotan respectivamente los conjuntos factibles de (P) y (D), entonces
para todo x € P, y € D, se cumple
'z < bly.

Demostracién. Si multiplicamos por 7 (> 0) la inecuacién ATy > ¢, se obtiene que

2T ATy > 27¢, de donde ¢’z < (Az)Ty < by, pues y > 0. u

Corolario 4.1.1 Sean T ey puntos factibles para (P) y (D). Si c'Z = b1y, entonces T e §
son optimos respectivos.

Demostraciéon. Es consecuencia directa del Teorema de Dualidad Débil:
by =Ty < by Yy punto factible de (D), es decir, ¥ es 6ptimo de (D).
7 =0Ty > c’x Vr punto factible de (P), es decir, T es éptimo de (P). |

Ejercicio 4.1.1 El dual del problema de programacion lineal estandar

(P) min 'z
Ax
x

AV
o
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es el problema
(D) méx by
Aly < ¢

En este caso, el Teorema de Dualidad Débil es también valido y se expresa asi: st Py D
denotan respectivamente los conjuntos factibles de (P) y (D), entonces para todo x € P,
y € D, se cumple

x> bTy.

Hint. Para resolver este ejercicio, se sugiere desdoblar la restriccion de igualdad en el pro-
blema (P), escribirla en forma > y luego aplicar la definicién de dualidad anterior.

Teorema 4.1.3 (Dualidad Fuerte) Consideremos la pareja primal-dual

(P) min 'z

Ar = b
r > 0
Yy
(D) méx by
ATy < ¢

Entonces, para Z, valor minimo de (P) y @, valor mdzimo de (D), se tiene:

a) Si zZ es finito, entonces w también lo es y se cumple Z = w
b) Siw es finito, entonces z también lo es y se cumple Z = w
¢) Si (P) es no acotado, entonces (D) es infactible

d) Si (D) es no acotado, entonces (P) es infactible

Demostracién.

a) Dado que Z es finito, existe un z (punto extremo o solucién bésica factible), que es

solucién de (P). Entonces existe también B, submatriz de A = [B, N], tal que se
g~ B~ T . L :
puede escribir x = ( 0 ) = (;B) Ademads, en el 6ptimo los costos reducidos de
N

las variables no bésicas son positivos, es decir para 7 = B~ Tcp se tiene
ch—7mIN>0
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lo que implica
NT ™ S CN.
Probaremos que 7 es solucién éptima de (D), con lo cual, @ = bT' 7 seré finito.

En efecto, m es factible para (D), pues
BT c c
= [ = () = (00) =
y 7 es 6ptimo para (D), pues
~ T T R-T r 7\ (B T~ _ >
w>btr=b"'B CB:(CB CN) 0 =cr=z
por lo tanto, por el Teorema de Dualidad Débil, w = Z y entonces 7 es 6ptimo.

b) Andlogo.

c) Sabemos que (P) es no acotado. Supongamos entonces que existe § tal que ATy < ¢
(esto es la factibilidad del dual).

Por el Teorema de Dualidad Débil, se sabe que b”y < ¢z para todo = primal-factible.
Esto dice que (P) es acotado, lo que establece una contradiccién.

d) Anélogo. |

Resumamos los resultados anteriores en el siguiente cuadro:

Primal
Z finito | (P) no acotado | (P) infactible
Dual w finito Siempre Nunca Nunca
(D) no acotado | Nunca Nunca Si/No
(D) infactible Nunca Si/No Si/No

Ejercicio 4.1.2 Indique un ejemplo de un par primal-dual, en que ambos problemas sean
infactibles.

Teorema 4.1.4 (Holgura Complementaria) Consideremos la pareja primal-dual
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(P)min 'z (D)méx by
Az b Ay < ¢
T

(AVA|
o

Sean x* e y*, dptimos respectivos de (P) y (D), y s* =c— Aly*. Entonces x*Ts* = 0.

Inversamente, si x* e y* son factibles para los problemas primal y dual, respectivamente,
y si o*7s* = 0, entonces las soluciones x* e y* son dptimas respectivas para (P) y (D).

Demostracion: Por el Teorema de Dualidad Fuerte, si * e y* son éptimos respectivos de
(P) y (D), entonces ¢’ z* = bTy*, de donde se tiene

CTiC* — bTy* —_ £L'*TATy* — LIZ'*T(C— S*) — LIZ'*TC— .%'*TS*,
lo que implica 2*7s* = 0.

Inversamente, *7s* = 0 implica que z*7c — T ATy* = 0, es decir, cT'z* — bTy* = 0,

que es la condiciéon de optimalidad de z* e y*. [ |

Observacién 4.1.2 La condicion de holgura complementaria z*7s* = 0 se puede expresar,
en forma equivalente, por zfsf =0 i=1,..n.

Observacion 4.1.3 La condicion de holgura complementaria es vdlida para cualquier par
problemas en relacion de dualidad, pero toma formas diferentes dependiendo de como los
problemas han sido escritos. Por ejemplo, en el par de problemas

(P)méx cl'z (D)min bTy
Ar < b ATy > ¢
zr > 0 y > 0

la holgura complementaria se expresa en la forma:

yju; =0 j=1,..,m
donde u* =b— Ax* y s*=ATy* —¢
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4.2. Interpretacién econdmica de la dualidad

El dual de un problema lineal surge naturalmente de las condiciones de optimalidad del pro-
blema primal (P) (condiciones de Karush-Kuhn-Tucker). Mostraremos que si el problema
primal tiene una interpretacién econdémica, entonces también el dual y los valores 6ptimos
de las variables duales pueden ser interpretados como precios.

. B! . L. .
Como ya vimos x = :EOB = ( 0 ) es una solucién basica factible para un pro-
grama lineal en la forma estandar. Bajo el supuesto que g > 0, una pequena perturbacién
del lado derecho Ab no provoca un cambio en la base éptima. Luego, cuando b es reemplazado
( B~'b+ B7'Ab )

por b+ Ab, la nueva solucién éptima se transforma en z' = ( Tp ) = 0

0

y el valor éptimo de la funcién objetivo se perturba en
Az = cEB7IAb = T Ab

donde 7 = B~ Tcp es el multiplicador del problema primal en el éptimo. Como probamos
en el teorema de dualidad fuerte, 7* es la solucion éptima del problema dual. Claramente,
7} puede verse como el precio marginal del i-ésimo recurso (es decir, el lado derecho b;), ya
que da el cambio en el valor objetivo éptimo por unidad de incremento en ese recurso. Esta
interpretacion puede ser muy 1util, pues indica la cantidad maxima que uno esta dispuesto
a pagar por aumentar la cantidad del i-ésimo recurso. Note que las condiciones de holgura
complementaria implican (ver Obervacién 4.1.3) que el precio marginal para un recurso es
cero si tal recurso no fue completamente utilizado en el 6ptimo. Otros nombres dados a este
precio en el 6ptimo son precio sombra 'y precio de equilibrio.

Veamos ahora otra interpretacion econémica posible. Supongamos que estamos bajo compe-
tencia perfecta y un productor resuelve:

(P) méx 'z
Az

Xz

IV INA
o

es decir, desea maximizar las utilidades dadas por el vector de precios ¢, sujeto a las restric-
ciones de capacidad de su firma. En el éptimo las restricciones no necesariamente se cumplen
con igualdad, es decir podrian sobrar ciertas materias primas que se pueden vender en el
mercado en un cierto precio, dado por el vector A > 0. Entonces, lo que este productor
resuelve es:
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méx ¢’z + \'(b— Ax)
x>0

Asi, las utilidades de la firma estan dadas por:
©(A\) = max{\Tb+ (¢ — ATXN) Tz, 2 >0} = ATb+ méx{(c — AT\)Tz, z >0}
Las posibles soluciones de este problema son dos:

= Si el vector (¢ — AT )\) tiene todas sus componentes negativas, dado que el vector z es
positivo, se tiene que el méaximo es cero, y p(\) = AT.

= Si el vector (¢ — AT)) tiene alguna coordenada positiva, entonces, por el mismo argu-
mento, el subproblema de maximizacién es no acotado, luego ¢(\) = oco.

Entonces se tiene

00 si no

bI'A si (c—ATN) <0, >0
w(A)Z{ ( )=

que es la utilidad del productor, en funcién de A. El mercado, "que es cruel”, asigna al
productor el minimo de utilidades, a través de la fijacion de precios. Como conoce la situacién
de costos e infraestructura (suponiendo informacién completa), entonces resuelve:

(D) min b"A
AT
A

VIV

que es el problema dual asociado al problema (P) del productor.

4.3. Dual de cualquier problema lineal

La tabla siguiente permite deducir facilmente el dual de cualquier problema de programacién
lineal.

o8



Prob. de minimizacion
tipo de restriccion

Prob. de maximizaciéon
variable asociada

< <0
> >0
= irrestricta
tipo de variable restriccion asociada
>0 <
<0 >
irrestricta =

4.4. Algoritmo Simplex-dual

En esta seccion consideramos la pareja primal-dual de méas abajo y suponemos que hemos

identificado una base que posee la propiedad de tener costos reducidos asociados positivos,
pero el lado derecho del sistema b no es positivo.

(P)min 'z (D)méx by
Az = b ATy < ¢
xr > 0

Al cuadro correspondiente del algoritmo Simplex le denominamos dual-factible, es decir,
¢k > 0, pero no necesariamente se tiene b > 0. Entonces, consideramos:

0 ch |-z

I N

SH

w el =ck — cEB7IN > 0 (condicién de dual-factibilidad)

» N=B7'N, b=B""', A=]I, N]

De la primera expresién notamos que para m = B~ ! cp tenemos que

c% — 7N > 0,
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lo cual implica
BT’/T = CB

NT7T < CN

Es decir, AT7 < ¢, lo que indica que 7 es una solucién factible del problema dual.

El Algoritmo Simplex-dual opera de manera de mantener la condicién de dual-factibilidad
¢k, > 0, pero intentando satisfacer la condicién de primal-factibilidad b > 0. Los siguientes
pasos resumen el algoritmo:

(1) Sib>0 i=1,..,m, entonces la solucién en curso es éptima, de manera que

-1
T = (BO b) ., m=BT¢p

son las soluciones éptimas respectivas de (P) y (D). Si no, ir a (2).
(2) Elegir cualquier r tal que b, < 0.

e Sia,, > 0Vj = 1,..,n entonces el problema dual es no acotado, es decir, el
problema primal es infactible.

e Sialgin a,; < 0, pasar a (3).
(3) Elegir la columna s tal que:

& méx{f—j / a.; < 0}
a .

TS T
eir a (4).
(4) Pivotear en la posicién (r,s) y volver a (1).
4.5. Introduccion al analisis post-optimal

Muchas veces, una vez resuelto el problema lineal:

min ¢’z
Axz =b
z >0
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se desea examinar el comportamiento de la solucién si se modifica alguno de sus parametros.
Algunos de estos cambios pueden ser:

= Variacion en los coeficientes de la funcién objetivo.
» Variacion en el vector de recursos.
» Introduccién de una nueva variable.

» Introduccion de una nueva restriccion.

Puede suceder que nuestro problema sea muy complejo y no se desee resolver completamente
de nuevo parta analizar estos cambios, por ejemplo por problemas de tiempo de computo. Las
siguientes subsecciones examinan estos casos, sobre la base de ejemplos simples. El estudio
del comportamiento de la solucién de un problema lineal, como funcién de ciertos parametros
del problema, también se conoce como andlisis de sensibilidad.

4.5.1. Variacion en los coeficientes de la funcion objetivo

Consideremos el siguiente problema:

min —20x; —16x, —12z4
Ty < 400
2$1 +29 +x3 S 1000
2x1 +2x9 +z3 <1600

x1,x9,r3 >0

Una solucién inicial es 2o = (0, 0,0)7 (notar que es un punto extremo del poliedro). El cuadro
Simplex inicial es:

-20 —-16 =12 0 0 0| O
1 0 0O 1 0 0] 400
2 1 1 0 1 0]1000
2 2 1 0 0 1]1600

Luego de pivotear, se llega al siguiente cuadro final:

4000 8 4 |14400
201 0 2 —=1| 400
01 00 -1 1 600
1 001 O 0 400
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Por lo tanto, la solucion es:

0 400
T* = 600 Lholg = 0
400 0

La base estd compuesta por [z3,x2,z4] ¥ el valor éptimo es -14400. ;Qué sucede si nos in-
forman que el coeficiente ¢; vale -30 en lugar de -20?

Examinemos los costos reducidos (los demds elementos del cuadro, es decir, B"'N, B~1b,

y ¢EB~1b no sufren alteraciones, dado que ¢; no participa en ellos). Tenemos que ¢5 = 8 y
2

6 = 4 no se modifican, y ¢, = ¢; — ;B 'A; =-30— (—=12 —16 0) |0 | = —6.
1

Por esto, el cuadro final cambia a uno que no satisface optimalidad:

-6 0 0 0 8 4 |14400
2 010 2 —1| 400
0 100 -1 1| 600
1 001 0 0] 400

Por lo tanto se puede pivotear para mejorar la solucién en curso, haciendo entrar z; a la
base:

00 3 0 14 1 |15600
10 4 0 1 —3] 200
01 0 -1 1 | 600
00 —5 1 0 %] 200
y la nueva solucion es:
200 200
T = 600 Lholg = 0
0 0

La base cambi6 a [z, e, 4] y el valor minimo cayé a -15600.

., Qué sucede si ¢; = —20 se modifica a ¢; = —20 + 67 Retomemos el asunto:
2

G =c—chEBa; =(-20+60)— (=12 =16 0) (0] =4+9,
1
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que es positivo cuando 6 > —4. Es decir, el rango para el coeficiente ¢; con el que la base
6ptima [x3, T9, 4] nO cambie es ¢; > —24.

Veamos otro caso. Supongamos ahora que el coeficiente perturbado es co = —16 y pasa
a ser —16 + 7. El vector de costos queda:

—20
—16 +

Recordemos que las tres primeras componentes de este vector corresponden a los costos
estructurales y las ultimas tres corresponden a las variables de holgura, y por lo tanto son
cero. Examinemos los costos reducidos:

ey = Cn—cB'N
2 2 -1
= (—20, 0, 0)—(-12, =16+, 0) |0 -1 1
1 0 0

= (4, 8+, 4—7)

Estos costos reducidos de las variables no béasicas son positivos, es decir preservan la opti-
malidad, cuando:
—8<y<4

o sea, la base [z, x3, x4] no cambia si:

24 <y < —12

. . ~ =T _ . q:
En general, si el vector ¢ cambia a ¢ se debe evaluar ¢y = ¢k — ¢5B7IN y decidir:

. =T ;. . , —
= si ¢y > 0, la base éptima no cambia y sélo hay que reevaluar c5B~1b = z*.

" si éﬁ 7 0, se itera con algoritmo Simplex.

4.5.2. Variacién en el vector de recursos (o lado derecho)

Tomemos el mismo ejemplo y supongamos que el vector b cambia a b. La base 6ptima para
b es [x3, T2, x4] entonces se tiene que:
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Notemos que la matriz B~! es parte del cuadro final. Se tiene que:

~ 17
» Si B7!b > 0, la base en curso atin es éptima, pero la nueva solucién es 7 = (BO b).

= SiB 1 # 0, la solucién no es factible (primal), pero los costos reducidos no han sufrido
cambios, luego el cuadro final presenta una solucién primal-infactible y dual-factible.
Entonces se debe iterar con el algoritmo Simplex-dual.

100
Veamoslo con un ejemplo: supongamos que b = | 1000 | , por lo tanto:
1600
B 400
B™'b=[600] >0
100
Asi, la base 6ptima no cambia, pero:
x] 0
x3 600
o i | | 400
|ap | | 100
x5 0
TG 0
N 400
Ademsds, z* = c5B7'b = (=12, —16, 0) [ 600 | = —14400.
100

Una pregunta interesante es: jcudl es el rango para ’l;’ de modo que la base éptima no se
modifique? Para ello, basta calcular:

_Jo 2 1] (b 2by — bs
B_lb - O _]. ]. b2 - —b2 —|— b3 2 O
1 0 O bs by



De aqui se deduce que para que se cumpla la condicién de optimalidad se debe tener:
bi >0, by <by<2b

Notemos que en este ejemplo los datos originales satisfacen estas condiciones.

4.5.3. Introduccién de una nueva actividad (o variable)

Supongamos que, en el ejemplo, se introduce la variable x4 con costo ¢y = —10 y coeficientes
1
Ay = | 0] en la matriz, es decir, el problema se transforma en:
1
min —20x; —16x, —12z5 —10x4
il +x4 S 400
2ZE1 +I9 +ZE3 S 1000
2!E1 —|—2$2 +ZE3 +24 S 1600

T1,22,T3 20

y el cuadro inicial es (incluyendo las variables de holgura):

—20 —16 —12 —10 0 0 0] 0
I 0 0 1 10 0]400
2 1 1 0 01 01000
2 2 1 1 0 0 11600

Si se realiza la misma secuencia de iteraciones para alcanzar la base éptima del problema
original, el cuadro final es:

0 —6 0 8 4 [14400
1 -1 0 2 —1]| 400
0 1 0 -1 1/ 600
01 1 0 0| 400

— O DN~
o = OO

0 2 -—-1] /1
c1=-10—(-12, —16, 0) |0 -1 1 0| =-6
1 0 0 1



Ademas:

0o 2 -—1] /1 -1
B 'A4, =10 -1 1 0]l =11
1 0 0 1 1

Por lo tanto, basta agregar la columna correspondiente a la nueva variable en el cuadro final
original. Esta columna es:

Cy — CgBilAgl
B_1A4
en que ¢4 es el costo de la variable nueva y Ay es el vector columna de dicha variable, en la

matriz de restricciones.

En este caso, la nueva variable tiene costo reducido —6 < 0, y por lo tanto puede entrar a la
base. Asi, al iterar, el cuadro queda:

10 000 6 8 4 |16800
3 010 1 2 —1] 800
-1100 -1 =1 1| 200
1 001 1 0 0| 400

La nueva variable permite disminuir el costo total desde -14400 a -16800 siendo la solucién

final:
0

o 200
800
400
En el ejemplo, si nos interesara calcular para qué valores del nuevo costo ¢4 la variable
introducida es irrelevante en el 6ptimo (es decir, no pertenece a la base éptima), la condicién
serfa ¢4 = ¢4 — c5B71 A4 > 0, lo que implica ¢y > ¢c5B71A, = —4.

Observacién 4.5.1 ;Podria la nueva variable producir no acotamiento? La respuesta es si.
La condicion para ello es ¢, <0y B~1A, <0.

4.5.4. Introduccién de una nueva restriccion

Estamos tratando el problema:

min ¢’z
Ar =0
r >0



Cuyo cuadro éptimo, salvo reordenamiento, estda dado por:

0 ch—cEB7IN | = B™"

[ B~IN Bt

Supongamos que se agrega la restriccion:
dTx < d,
En que d € IR" y dy € IR. Es decir, agregamos:
ATz 4+ 2,41 = dy

Con z,,1 una variable de holgura. Asi, el problema original se puede plantear como:

min cLap + ckan + 0z, g

BI’B+N$N+OZE”+1 =b
dgl’B + d%.CEN + LTn+1 = do
T, TN, Tny1 =0

en que d = (dB). O bien, el nuevo problema es:

dn
min (CT O) (x:c )
n+1

A 0 x (b
d" 1] \azns1) — \do
T, Tpyr 20
Agreguemos x, 1 a la base, es decir propongamos:
~ B 0
B =
i 1
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cuya inversa es:

~ B! 0
71 .
b= [_ng—l 1}
..Cémo se modifica el cuadro final? Veamos término a término:

s h=ch— (& 0)B! [(g\[} =ck —cEB7IN (los costos reducidos no cambian)

. Bl b\ B! 0 b\ B~'b
do - —ngil 1 do - —ngilb + dy
T =1 (b T p-1
. (cB 0) B (do> =cpB™0.

0 ch —cEBTIN 0| —cIB™'b
I B™IN 0 B~
0 AT —dEBIN 1| dy— dEBb

Luego,

» Sidy—d5B7'b > 0, la solucién propuesta en los datos originales sigue siendo 6ptima,
s6lo que la holgura x, 1 entra a la base con valor dy — d5B~'b.

» Sidy—d5B7'b < 0, la solucién propuesta no es factible, pues la holgura z,,,; toma un
valor negativo. Iterar con algoritmo Simplex-dual, pivoteando sobre la fila agregada.
En este caso, si di —d5B~1N > 0, el problema (primal) es infactible, dado que el dual
es no acotado.

Retomemos el problema del inicio:

min —20x; —16x, —12z4
T < 400
2.171 +29 +x3 S 1000
2x1 +2x9 +z3 <1600

T1,22,T3 2 0

Si se agrega la restriccién: x1 + xo + 23 < 800, es decir,
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= dy =800
= d"=(1, 1, 1, 0, 0, 0)

Entonces,
ndh=(1, 1, 0) (23, T2, 14
. d%:(la 07 O) [x17$5ax6]
2 2 -1
» di —dEBT'N=(1, 0, 0)—(1, 1, 0) [0 =1 1| =(-1, =1, 0)
1 0 0
400
n dy—d5EB'h=2800— (1, 1, 0) [ 600 | =—200
400
El cuadro 6ptimo del problema original,
4000 8 4 |14400
2 010 2 —1] 400
0100 -1 1] 600
1001 0 0 400

se transforma en (agregando una fila y una columna):

4 0 0 0 8 4 0]14400
2 010 2 -1 0| 400
o 100 -1 1 0| 600
1 001 0 0 0] 400
-1 0 0 0 -1 0 1|-200

Al pivotear con Simplex-dual, la tltima variable sale de la base (entra la primera) generando
un nuevo cuadro 6ptimo y una nueva solucién:

0000 4 4 4 |13600
0010 0 -1 2 0
0100 -1 1 0] 600
0001 -1 0 1] 200
1000 1 0 -—-1| 200
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de modo que z* = (200, 600, 0, 200, 0, 0, 0)" y z* = —13600.

Esta técnica para recalcular soluciones 6ptimas cuando se ha agregado una restriccion, puede
ser muy tutil en la resolucion de problemas de programacion lineal entera mediante el método
de ramificacion y acotamiento, explicado anteriormente.
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Capitulo 5

Modelos para flujos en redes

Esta area de la Optimizacion es muy importante ya que existen muchos problemas de estruc-
tura particular que se pueden expresar mediante la nocién de grafo o red. Muchos de estos
problemas ya estaban planteados y concitaban el interés de los matemaéaticos e ingenieros
antes de la aparicion formal de la programacién lineal.

5.1. Motivacion y descripcion de problemas clasicos

En este capitulo introduciremos el problema de flujo de costo minimo (FCM), a través de
cuatro problemas especificos que son casos particulares de él:

a) Problema de asignacién

b) Problema de transporte

)
)

c¢) Problema de flujo méximo
)

d

Problema del camino mas corto

Definicion 5.1.1 Un grafo es un par (N, A), donde N es un conjunto finito y A C N xN.
A los elementos en N se les llama nodos y a los pares ordenados en A se les llama arcos.

Notemos que los arcos son dirigidos, es decir, el par (i,7) € A es distinguible del par
(7,1) € A, que representa un arco en el sentido contrario. En el grafo de la figura la cantidad
entre paréntesis (b) representa la oferta en cada nodo (si b > 0 el nodo ofrece la cantidad b,
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(4,2)
@ > @ Destino

(-5)

(15, 4)
Origen
@ (e, 2) (=2
(20)
(8,4)
v J

@ (4,1) @ Destino

€ (-15)

Figura 5.1: Ejemplo de un grafo o red.

si b < 0 el nodo demanda la cantidad b, si es cero entonces es un nodo de trasbordo). La
notacion (u;j, ¢;;) sobre cada arco, indica la capacidad o cota superior del arco u;; y el costo
unitario ¢;; del flujo x;;, que es la cantidad enviada desde 7 a j. En general, sobre los arcos
se puede imponer cotas inferior y superior, del tipo l;; < z;; < ;5.

El problema general corresponde a encontrar un flujo factible, de costo minimo. Entonces el
problema es:

(FCM) min Z CijTij

(i,7)€A
ji/(i,5)EA k/(k,i)eA
lij < x5 < wg V(i,j) € A

La primera restriccion dice que lo que entrega el nodo ¢ es igual a su oferta mas lo que recibe,
dado que el término del lado izquierdo representa la diferencia entre el flujo saliente
y el flujo entrante al nodo. La segunda restriccion, dice que el flujo sobre un arco debe
respetar entre las cotas del mismo (en muchos casos se usa l;; = 0y u;; = 00).

72



Notemos que cada arco aparece sélo en dos restricciones ya que un arco participa sola-
mente en dos nodos: en uno como arco entrante y en otro como arco saliente. Cabe destacar
que la matriz A resultante es de rango incompleto (igual a n — 1, en que n es la cardinalidad
de N). En efecto, la suma de las filas es cero, es decir son linealmente dependientes. Como
haremos en lo que sigue el supuesto (esencial en todo este capitulo) que

i bl - 0,
i=1

es decir que la oferta iguala a la demanda, entonces el sistema de ecuaciones del problema
(FCM) tiene una ecuacién redundante. En todo caso, ese supuesto no hace perder genera-
lidad al tratamiento de los problemas que veremos mas adelante.

Normalmente, las variables estructurales del problema son consideradas enteras, de manera
que el problema general de flujo de costo minimo puede escribirse de la forma:

(FCM) min Z Cij T4

(1,7)eA

Az =b

lij S L5 S Uyj V(Z,]) € A
Lij e IN \V/(Z,]) cA

Ciertamente, es posible levantar la restricciéon de integridad de las variables y el problema
sigue teniendo sentido, pero en este texto nos remitimos al caso de variables enteras. Los
datos del problema del ejemplo de la figura pueden entonces resumirse en la siguiente tabla:

T12 T13 X23 T4 Tos T34 T35 T45 T3

nodo/costo| 4 4 2 2 6 1 3 2 1|oferta

1 1 1 0 O 0 0 0 0 0] 20

2 -1 0 1 1 1 0 0 0 O 0

3 0O -1 -1 0 0 1 1 0 -1 0

4 o 0 o0 -1 0 -1 0 1 0] =5

5 o o0 o o0 -1 0 -1 -1 1] —15
capacidad | 15 8 oo 4 10 15 5 oo 4

Las filas 1 a 5 de este cuadro representan las restricciones de equilibrio y se observa que la
matriz A tiene las filas linealmente dependientes (suman cero). De hecho, en cada columna
hay solamente dos coeficientes no nulos, un 1 y un -1, dado que cada arco es emergente para
un nodo e incidente para otro.
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En lo que sigue del capitulo describiremos los 4 problemas antes mencionados, para lue-
go entregar un método de resolucién del problema de transporte y una forma de mejorar
soluciones factibles del problema mas general (FC'M).

5.1.1. Problema de asignacién

Supongamos que el gerente de algtin gran supermercado, que consta de 50 cajas, desean saber
cémo asignar 50 cajeras a estas cajas, de manera que el rendimiento sea el mejor posible
(medido segtin algtin criterio). Si hiciéramos esta asignacién probando cada configuracién de
cajeras y cajas, entonces el tiempo para encontrar la mejor seria simplemente prohibitivo, ain
para los computadores mas rapidos disponibles. Un buen ejercicio para mejor comprender
esta complejidad es estimar el tiempo de ejecucion si el computador pudiese realizar un millén
de estas evaluaciones por nanosegundo (107 seg.), sabiendo que son 50! configuraciones a
evaluar (es decir, del orden de 109). Es aqui donde entra a jugar un papel importante la
programacion lineal, como una forma cientifica de eliminar muchos millones de configuaciones
mediante simples criterios de comparacion y una sucesién de céalculos relativamente mas
sencillos.

Cajeras Cajas

~ ~ -
1 S~o N
~ e o\ 7
] PR NN -’ 1
- ~o //
1 - NT~ -, 1
-~ ST~ -
- S ~ s
- ~ ~Z |
N ~
-~——— -, S
- ~-___~~ >\ ~~.
S~o ————e \; >
~ _——
\\\ So=-=o
~< -, - >
| ~< ~
~
~
- ~ N
1 R ~~. e |
~
” -~
1 - S< -
- ~< |
// N\
- i |
-
-,
@ _________________________ S @

Figura 5.2: Problema de asignacién. Hay n xn arcos, que corresponden a las variables del problema.
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Las variables en este caso son:

I 1 sial nodo (cajera) i le corresponde el nodo (caja) j
" 0 sino

Este problema se escribe:

n n
max Z CijTij

i=1j=1

n

Yoxy; =1 i=1,...,n (acada cajera, una sola caja)
J=1

n

Yxiy; =1 j7=1,...,n (acada caja, una sola cajera)

.TijG{O,l} i,jzl,...,n

Los coeficientes c;; representan los rendimientos de las cajeras en cada caja y la funcién
objetivo persigue maximizar el rendimiento total.

Este problema de asignacién es claramente un caso particular del problema (F'C'M) plan-
teado al inicio del capitulo. En este caso, los nodos-cajera tienen oferta igual a 1 (pueden
realizar un servicio) y los nodos-caja tienen demanda igual a 1 (solicitan ser servidos por
una cajera). Lo nodos-cajera no tienen arcos entrantes pues no demandan y, similarmente,
los nodos-caja no tienen arcos salientes, pues no ofrecen. Las variables son enteras, con cotas
0yl

5.1.2. Problema de transporte

Consideremos un grafo con un conjunto de n nodos de partida, con ofertasa; > 0,7 =1,...,n
y m nodos de llegada con demandas b; > 0,j =1,...,m. Cada arco (7, j) tiene asociado un
costo unitario de transporte c;;.

Supongamos, por ahora, que > .| a; = Z;nzl b;, es decir, la oferta total es igual a la deman-
da total. Esta condicién no es restrictiva, en el sentido que si hubiese discrepancia, bastaria
crear un nodo artificial en las ofertas o en las demandas, segin sea el caso, pero habria que
precisar cuidadosamente los costos de los arcos ligados al nodo artificial. En el caso que esos
costos sean nulos, los arcos ligados al nodo artificial pueden ser interpretados como variables
de holgura. Otro supuesto es que las ofertas y demandas son niimeros enteros, lo tendra im-
portancia en la resolucién, como veremos mas adelante.
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Figura 5.3: Problema de transporte. Hay nxm arcos, que corresponden a las variables del problema.

Entonces, se define el problema de transporte como el de minimizacion de los costos de
transporte de los flujos, de manera de satisfacer exactamente la oferta en cada nodo de
origen y la demanda en cada nodo de destino. El problema se escribe:

n m
min > Y ¢t

i=1j=1
Yoxj=a; i=1,...,n (oferta)
j=1

Yxiy=b j=1,....m (demanda)
i=1

JJUEW 1=1,...n, y=1,...m

En este problema se considera que existen todos los arcos entre nodos de origen y nodos de
destino. Las restricciones quedan definidas de esa forma ya que, para los nodos de origen,
las ecuaciones son del tipo (flujo saliente - flujo entrante = demanda):

E Tij — E T = Ay,

j/(G,j)eA k/(kji)eA
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y, en este caso

k/(ki)eA

Analogamente, en el caso de la demanda se tiene que

D wmm ), my=-

k/(j.k)eA k/(k,j)eA
Z Tk = 0.
k/(j,k)eA

Podemos notar que el problema de asignaciéon puede también ser interpretado como un caso
particular del problema de transporte.

5.1.3. Problema de flujo maximo

Este problema es el de determinar el fluyjo méximo posible de un nodo origen o fuente (s)
dado a un nodo destino o sumidero () con restricciones de capacidad en los arcos.

Si denotamos x4 al flujo correspondiente a (devolver) transportar la cantidad final, des-
de t a s, notamos que max ;s es equivalente a maximizar el flujo total transportado desde
s a t, dado que el sistema se mantiene en equilibrio.

Luego, el problema se escribe de la siguiente manera

MAax Tis
s.a. > Tgi— > Tps — Tys = 0 (balance en s)
' k

Yowyi+ s — Y ake =0 (balance en t)

j k:

Z Tij — Y Tk =0 i#s,t (balance entre nodos intermedios)
j k

0 < @y < uyj v(i,j) € A

donde A" = AU {(t,s)}. Todas las sumas se extienden sobre los arcos existentes y se debe
asignar capacidad u;s = oo al arco artificial (¢, s).

Si N denota el conjunto de todos los nodos (incluidos s y t), una forma més compacta
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Figura 5.4: Problema de flujo maximo. Sobre los arcos se indica la capacidad.

de escribir este problema seria simplemente:

MAax Ty

8.4. >oooxy— >, k=0 ieN (balance en los nodos)
J/(@.5)eA k/(k,i)eA

0 S Tij S Uyj V(Z,]> € A,
Se puede advertir que si existe un camino orientado desde s a t, cuyos arcos tienen capacidad
infinita, entonces el problema es no acotado.
5.1.4. Problema de camino mas corto
Este problema tiene como objetivo encontrar el camino mas corto entre el nodo s y el nodo
t en un grafo dado, es decir, encontrar una secuencia de arcos dirigidos y adyacentes entre s

y t, de longitud minima.

La longitud del arco puede ser interpretada en términos de costo, tiempo, distancia, etc.
El problema se escribe
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Origen Destino

Figura 5.5: Problema de camino més corto. Sobre los arcos se indica la distancia.

min Z CijTij

(i,5)eA
s.a. Y Ty =1 (nodo s ofrece una unidad)
J
g = 1 (nodo t demanda una unidad)
k
Yoxi— Y. xr = 0 i#s,t (balance en nodos intermedios)
j k

Tij S {0, 1} V(Z,j) S ./4.

Esta formulacion se basa en que una unidad de producto viaja desde el nodo origen s al nodo
destino t, de manera que al minimizar el costo total se estd definiendo un camino de costo
minimo. El nodo origen es oferente y el nodo destino es demandante, siendo los restantes
nodos de oferta (demanda) nula.
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5.2. Resolucion del problema de transporte

La resolucién del problema de transporte serd aqui abordada usando el algoritmo Simplex,
adaptado a la estructura particular de este problema. Para esto, describiremos tres etapas
del algortimo, a saber:

= Obtener una solucién bésica factible inicial.
= Examinar si una solucién basica factible es éptima.

» Modificar una solucién bésica factible (si no es 6ptima).

5.2.1. Obtener una solucién bdésica factible inicial (Fase I)

El sistema de ecuaciones (restricciones) del problema de transporte es del tipo Az = b, en
que la matriz A es de orden (n 4+ m) x (nm) y tiene en cada columna un 1, un -1 y el resto
son ceros (esto, porque cada arco es saliente desde un nodo y entrante en otro, y no participa
en las demds ecuaciones). Por esta razén, dado que se ha supuesto que la oferta total iguala
a la demanda total, entonces el sistema tiene una ecuaciéon redundante. Eso significa que las
bases tendran n 4+ m — 1 variables.

Se puede probar que las bases de este problema son arboles, es decir subgrafos de una
estructura particular que definimos a continuacion.

Definicién 5.2.1 Un drbol es un grafo que satisface:

» Es conezo, es decir, existe una secuencia de arcos entre dos nodos cualesquiera (sin
considerar la orientacion de los arcos), y

s No contiene ciclos, es decir, partiendo de un nodo no se puede volver a €l por una
secuencia de arcos adyacentes (sin importar la orientacion).

Una forma simple de encontrar un arbol en un grafo correspondiente a un problema de
transporte es el procedimiento de saturacion que describiremos a continuacién a través de
un ejemplo. Consideremos tres nodos de oferta y cuatro nodos de demanda, dados por el
grafo mostrado en la figura siguiente. Las ofertas y demandas son indicadas en el grafo y los
costos unitarios de transporte estan dados por la matriz:
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Procedimiento de saturacién:

8 6 10 9
C=19 12 13 7
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Figura 5.6: Ejemplo de problema de transporte.

El método de saturacién empieza cuando se satura el primer arco (elegido arbitrariamente),
esto es, se elige un arco al cual se le asigna el maximo flujo posible, satisfaciendo asi la
demanda de los nodos demandantes, luego se prosigue de la misma manera con el resto de
los arcos, hasta satisfacer la demanda de todos los nodos. Observemos el ejemplo, con 3
nodos-origen de ofertas 35, 50 y 40 respectivamente, y 4 nodos-destino con demandas 45,
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Sea n + m el nimero de nodos del grafo. Dado que el
sistema de ecuaciones correspondiente a las restricciones de balance o equilibrio en los nodos
tiene una ecuacién redundante, en la soluciéon bésica factible deben haber n + m — 1 arcos
con flujos positivos y los demds estan en cero, es decir, nm — (n+m — 1) arcos son arcos no
bésicos (nulos). Esto, pues las bases de este problema son de orden n +m — 1.



Ofertas Demandas
35
() 208

10

so@%@m
K@go

10

40 @ 30 @ 30

Figura 5.7: Procedimiento de saturacién

20, 30 y 30. Al primer arco (1, 1) se asigna el flujo z1; = 35, que el méximo posible y corres-
ponde a la oferta del nodo-origen 1. Eso quiere decir que el nodo-origen 1 queda saturado,
en el sentido que ya entregé toda su oferta. El nodo-destino 1, que con esto tiene demanda
residual igual a 10, puede ser saturado desde el nodo-origen 2, el cual queda con oferta re-
sidual igual a 40. Esas 40 unidades pueden ser trasladadas al nodo-destino 2, con lo cual el
nodo-origen 2 queda saturado y el nodo-destino 2 tiene demanda residual cero. Este es un
caso especial, puesto que se asigna entonces flujo de valor cero al arco (3,2). Repitiendo el
procedimiento, el nodo-origen 3 entrega 10 unidades al nodo-destino 3 y 30 al nodo-destino 4.

Notar que este procedimiento produce una solucién factible que corresponde a una base,
pues el grafo asi generado es un arbol de 6 arcos (esto es 3+4-1). Ademds se puede generar
distintas bases factibles cambiando el orden de saturacién. En el ejemplo se usé el orden
correlativo de los nodos de origen y destino, pero bastaria con reordenarlos para que este
procedimiento generara una base distinta.

Por otro lado, podemos calcular el costos asociado a esta solucion, el cual resulta ser z = 1180.
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Procedimiento de saturacién a costo minimo. Como hemos dicho, el orden de satura-
cién es irrelevante, de manera que podemos ir haciendo entrar los arcos a la base, de acuerdo
a los costos de estos, buscando producir una solucion de bajo costo esperado. Entonces ahora
saturamos siguiendo en cada paso el costo minimo, es decir, comenzamos saturando desde
el arco que posee el menor costo al de mayor costo. Este procedimiento también produce un
arbol o solucién basica factible.

Ofertas Demandas

15
() oL

20
oF
90
=
oF
10

JOEamul foF

Figura 5.8: Procedimiento de saturacién a costo minimo

30

En el ejemplo, el arco de costo més bajo es el arco (3,4), de manera que saturamos xz4 = 30
y este valor de flujo se resta de los dos nodos involucrados, lo cual hace que la demanda
del nodo se anula y la oferta del nodo 1 se rebaja a 10. Como el nodo destino 4 satisface
su demanda, entonces es eliminado del proceso lo cual significa que se procede a eliminar
todos los arcos incidentes en él. De los restantes arcos, el de minimo costo es (1,2), y se debe
saturar entonces x5 = 20, quedando la oferta del nodo 1 en valor 15 y la demanda del nodo
2 en valor 0. Se procede a eliminar ahora del proceso al nodo destino 2.

Siguiendo de esta forma se llega a una base (drbol) que consta de los arcos (1,1), (1,2),
(2,1), (2,3), (3,3) v (3,4), cuyo valor de funcién objetivo es z = 1080. Notar que es algo
menor que el valor de la solucién anterior, obtenida por el proceso de saturacién simple, pero
esto no corresponde a una propiedad sino mas bien a una simple casualidad.
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5.2.2. Examinar si una solucion basica factible es 6ptima

Notemos que si los datos a;, b; son enteros, entonces los flujos z;; son enteros (de acuerdo a los
procedimientos que hemos descrito), pues se trata de diferencias de niimeros enteros (dados
por las ofertas y demandas). Esto muestra que todos los puntos extremos del problema de
transporte tienen coordenadas enteras, en el caso de ofertas y demandas enteras. Por esta
razon, el problema de optimizacion lineal es del tipo candnico

minc’z, s.a. Ax=d, x>0,

en el cual no se impone la condicién de integridad de las variables de manera explicita. Notar
que el vector d estd dado por una columna que concatena los vectores a = (a;) y b = (b;).

Las restricciones son de dos tipos: de oferta (n) y de demanda (m). Es decir, hay dos tipos
de variables duales, que llamaremos u; y vj;, asociadas respectivamante a los nodos de origen
y de destino. Entonces el problema dual se puede escribir

(D) méx 3 au; + 21 bjv;
]:

=1
u+v;<c¢y; 1=1,...,n,5=1...,m

dado que en cada columna de la matriz A hay solamente dos coeficientes iguales a 1 y los
restantes son nulos.

Supongamos entonces que tenemos una solucién bésica factible (una solucién factible con
estructura de arbol, tal como la ultima, generada por la saturacién a costo més bajo). Los
costos reducidos para las variables basicas estan dados por

T _ T Tnp _
cg=cg—7m B=0
en que 71 = (ul,vT) es el vector de variables duales. De alli, dada la estructura de la matriz
B, se tiene
() &j =cij —u; —v; =0 para todo arco bésico
Analogamente, los costos reducidos para las variables no basicas son

T _ T T

lo que implica
(B) ¢j = cij —u; —v; para todo arco no béasico

El conjunto de ecuaciones («) representa un sistema de m + n — 1 ecuaciones y m + n
incégnitas, de rango m + n — 1. Entonces podemos fijar una variable dual (cualquiera) en
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un valor arbitrario y usar («) para encontrar todas las restantes variables duales (eso es
posible, dado que el sistema recorre un arbol, en el cual en cada paso se puede despejar una
variable u; o v;). En este ejemplo (puede ser cualquier variable y en cualquier valor real),
fijamos u; = 0, lo que implica que v; = 8 y los valores de las demés variables duales quedan
determinadas asi:

Figura 5.9: Procedimiento de determinacién de variables duales

Con estos valores es posible determinar los costos reducidos de los arcos no basicos, usando
lass ecuaciones (), de manera de decidir si alguno puede entrar a la base (costo reducido
negativo). Esto es,

613 - —2

C14

C22

Co4
C31 =
Cp = —1
Es sabido que si ¢;; > 0, para todo arco no bésico, entonces la solucién en curso es éptima.
En este caso eso no es cierto y se observa que dos arcos pueden entrar a la base, mejorando
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el valor de la funcién objetivo. En la seccién siguiente mostraremos céomo iterar para realizar
el cambio de base.

5.2.3. Modificar una solucién bésica factible (si no es éptima)

Decidimos ingresar la variable x13 a la base, es decir aumentaremos el flujo de ese arco hasta
la saturacién, de manera de mantener factibilidad. Naturalmente, al aumentar el flujo en ese
arco, se deben modificar los flujos de los arcos del ciclo que la introduccién de propio arco
genera en el arbol basico, tal como se muestra en el grafo.

JOEamtt" oF

Figura 5.10: Aumento del flujo en arco que entra a la base.

Las condiciones de factibilidad que debe cumplir el valor A solamente se deben imponer en
los arcos del ciclo que el arco ingresado genera, tal como se indica en la figura. Entonces, se
impone:

15=XA> 0

A> 0
30+A> 0
202> 0
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lo que implica que 0 < A < 15. El mayor decrecimiento de la funcién objetivo se obtiene con
A = 15, lo cual implica que la variable (arco) x;; se anula y sale de la base (si hay méas de
una arco que se anula al maximizar A, entonces solamente uno de ellos debe salir de la base,
quedando los demds en la base con valor de flujo igual a cero). En nuestro ejemplo, la nueva
solucién basica estd dada por el grafo siguiente, con valor de la funcién objetivo z = 1050.

Ofertas Demandas

45
SO N ©

15

Figura 5.11: Nueva solucién bésica.

Este procedimiento se puede entonces reiterar, realizando de nuevo los calculos mostrados
en la seccion anterior, hasta que todos los costos reducidos sean mayores o iguales a cero.

5.3. Flujo de costo minimo: mejoramiento de una so-
lucién en curso

En esta seccion trataremos el problema de como verificar optimalidad de una solucién basica
factible y cémo mejorarla, para el problema general de flujo de costo minimo. Lo que hare-
mos sera esencialmente extender los conceptos introducios en las secciones anteriores sobre
el problema de transporte. No trataremos aqui el problema de encontrar una solucién bésica
factible (o fase I), sino que supondremos que ella es conocida.
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Consideremos de nuevo el problema del ejemplo introductorio de este capitulo:

(4,2)
@ > @ Destino

(-5)

(15, 4)
Origen
(0, 2)
(0, 2)
(20)
(8,4)
v J

@ (4,1) @ Destino

(-15)

Figura 5.12: Problema de flujo de costo minimo.

Como hemos visto, este problema se puede escribir de la manera siguiente:

(FCM) min Z CijTij

(3,7)€A
ji/(i,7)EA k/(k,i)eA
lij < xij < wg V(i,j) € A

pero, en este ejemplo, usamos /;; = 0 para todos los arcos. En este caso, tampoco imponemos
de manera explicita la integridad de las variables de flujo (en el caso de ofertas y demandas
enteras), pues las bases factibles son también arboles.

Sean n el numero de nodos de la red y m = #.A, el nimero de arcos. La matriz del grafo
es de n X m y las bases estan compuestas por n — 1 arcos, como en el caso del ejemplo,
mostrado en el grafo més abajo. Los arcos no dibujados se entienden de flujo nulo. La base
indicada esta compuesta por 4 arcos: {(1,2),(2,4),(2,5),(3,4)}. Los arcos (1,3) y (3,5) no
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Figura 5.13: Base del problema de flujo. Los valores de los flujos estdn indicados en los arcos.

son basicos, pero tampoco tienen flujo nulo. Extenderemos ahora el concepto de base al caso
de la programacion lineal con cotas, que es el caso del problema de flujo de costo minimo.

Extensién del concepto de base. Consideremos el problema escrito en la forma canéni-

ca:
T

min c'zx
Az =10
[ <x<u

donde [ y u son vectores. En el caso del problema de flujo que estamos considerando, A es
del orden n x m y de rango filas completo, eventualmente, en el caso de un problema de
flujo, eliminando una fila redundante. Se define entonces la base de la manera siguiente: sea
A = [B, N] una descomposicién de la matriz de restricciones y sean las variables zp y oy
las coordenadas correspondientes de la variable x. [gualmente, consideremos las particiones
correspondientes para las cotas y el vector de costos: g, Iy, up, un, Cg ¥ Cn.

Una variable no basica es aquella fijada en alguna de sus cotas y las variables basicas se
determinan resolviendo el sistema de ecuaciones (respetando sus cotas). Entonces:
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= TN; :lNi V UnN;

L] ZB S B S up, donde BZEB = b—NCL’N

En el caso del problema de flujo del ejemplo los arcos (1, 3) y (3,5) son no bésicos y estan en
su cota superior. De manera analoga al caso del problema de transporte, los costos reducidos
se pueden determinar usando usando el hecho que

“r _ T Tp _

en que 7! es el vector de variables duales y, dada la estructura de la matriz B en este caso,
se tiene que
(') ¢;j =m —m; para todo arco bésico.

Analogamente, los costos reducidos para las variables no basicas son

T T T
cy=cy —m N,
lo que implica

(8") é; = ¢y —m +m; para todo arco no bésico.

Condicién de optimalidad. Se dice que la solucién en curso es éptima si se satisface lo
siguiente:

¢; >0 sily=x; (en cota inferior)

Cij =0 sily < xy < uy

¢j <0 siz; =w; (en cota superior)

Las ecuaciones (o), para las variables basicas, permiten determinar los valores de las varia-
bles duales. Dado que hay n nodos y n — 1 arcos bésicos, basta fijar arbitrariamente el valor
de una variable dual. Para el caso del ejemplo, fijemos w5 = 0, de donde se obtiene:

Luego, se calculan los costos reducidos de los arcos no bésicos mediante ('), de donde se
obtiene:
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Cis= c3— (m—m)= —1
Coz = Cp3— (mp—m3) = 1
C35 = C35 — (M3 —m5) = —2
Cis = Cy5— (Mg —75) = —2
Cs3= Cs3— (M5 —m3) = 6

Regla de entrada a la base. Son candidatos para ingresar a la base:

= Arcos no basicos de costo reducido negativo que estan en su cota inferior.

= Arcos no basicos de costo reducido positivo que estan en su cota superior.

En este caso, solamente el flujo x45 puede entrar a la base, pues esta en su cota inferior (cero)
y tiene costo reducido negativo (¢45 = —2).

2+A
@ - @ Destino

(-5)

12 10-A i

Origen i
® K

\ 3 i

CUR ;

N

8 \ i

\ 5 Y

_____________ >
Destino

(-15)

Figura 5.14: Ciclo generado por la variable que entra a la base.

Sea A el flujo del arco (4,5). Por factibilidad, se debe cumplir:
0< 24A<4
0< A
0< 10—-A2<10
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de manera que 0 < A < 2, lo que implica que el arco (2,4) sale de la base (alcanza su cota
superior) y se genera una nueva solucién bésica, que consta de las variables 19, Z25, T34 ¥
T45.

1
@ _______________ > @ Destino

(-5)

12 8
Origen
® 2
\ 3
(200
\\
& N\
\ 5 v
«
_____________ )
@ @ Destino

(-15)

Figura 5.15: Nueva solucién bésica factible.

Este proceso se puede entonces repetir, de manera de verificar si esta solucién es 6ptima vy,
si no lo es, mejorarla de la misma manera aqui mostrada.

Notar que el valor del flujo (A\) que entra a la base se considera siempre positivo, pero
si se tratara de un arco que esta fuera de la base, pero en su cota superior, este valor deberia
ser restado a ese flujo. Se procede en consecuencia en los demés arcos del ciclo generado por
ese arco.

A modo de ejercicio, se sugiere continuar el procedimiento hasta la optimalidad, indican-
do en cada iteracion el valor de la funcién objetivo.
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Capitulo 6

Caracterizacion de optimalidad

6.1. Definicion del problema de optimizacion

En este capitulo trataremos el problema:

(P)min f(x)
reS

Con S C IR", generalmente definido por ecuaciones no necesariamente lineales, que llamare-
mos region factible y f una funcion cualquiera. Ciertamente, si S es un poliedro y f es lineal
entonces se trata del caso de la programacion lineal.

Definicién 6.1.1 Un punto x* € S se dird minimo local de f si existe € > 0 que cumpla
f(z*) < f(x), Yo € S tal que ||z* — z|| < €. Es decir, existe una vecindad de x* donde dicho
punto es minimo.

Definicién 6.1.2 Un punto x* € S se dird minimo global de f en S si f(z*) < f(x),
Vo € S. Es decir, * es solucion de (P).

En términos del lenguaje utilizado, un elemento = € S se llama solucién factible de (P) y
si T resuelve (P) se puede decir que es solucién, solucién 6ptima, minimo, o solucién
global del problema.
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6.2. Funciones convexas

Definicién 6.2.1 Sea S C IR" un conjunto convezo. Se dice que f : S — IR es una funcion
convexa si

fOz+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1 =MNf(y), Vo,yes, 0<A<L

Esta definicién se puede interpretar geométricamente, diciendo que la imagen por f del
segmento [z,y] queda por debajo de la recta que une (z, f(x)) e (y, f(y)) (ver Figura 6.1).

fy)

f(x)

X \

Figura 6.1: Funcién convexa: imagen del segmento [z,y] queda por debajo de la recta que une los

puntos (z, f(z)) e (y, f(y))-

Es posible probar la siguiente proposicién, que induce una definiciéon equivalente de conve-
xidad de funciones.

Proposicién 6.2.1 Una funcion f : S — IR es convexa si y solo si Vk € IN,

k
1y, Tg €S Y Apy oo, A >0 tales que Y N =1, se tiene
i=1

Definicién 6.2.2 Una funcion f, definida sobre un convexo S, se dice estrictamente con-
vexa si para todo x,y € S, v #y, 0 < X\ < 1, se tiene

Oz 4+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1 =) f(y)
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Definicién 6.2.3 Se dice que f : S — IR es concava si —f es convexa o, equivalente-
mente, si

fOz+ 1 =XNy) 2 Af(z) + (1 =A)f(y), Vr,yes, 0<A<1.

Del mismo modo, [ es estrictamente céncava si —f es estrictamente convexa.

Ejemplo 6.2.1 .

i) Para todo o € IR", B € IR, la funcién f : IR" — IR definida por f(z) = aTx+ 3 (lineal
afin) es concava y conveza.

it) La funcion f definida por

r stz €] —o00,0]
fl) =390 s x€l0,]1]

si x € [l,00]
(lineal por pedazos) no es convexa ni concava.
i) La funcién f(x) = —2?% es estrictamente céncava.

i) La funcion

no €s convexa ni coOncava.

A continuacién presentamos el teorema que garantiza la continuidad de las funciones conve-
xas en el interior de su dominio. La demostracion es un buen ejercicio de calculo en varias
variables.

Teorema 6.2.1 Sea f: S — IR convexa. Entonces, [ es continua en el interior de S.

Demostracién. Sea = € int(S). Para probar la continuidad de f en Z necesitamos mostrar
que, dado £ > 0, existe § > 0 tal que ||z — Z|| < d = |f (z) — f(T)| < e.

Sea entonces € > 0. Dado que & € int(S) existe n > 0 tal que la bola de centro T y ra-
dio 7 estd incluida en S, es decir, B(z,n) C S.
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i) o vy oo

Figura 6.2: Grafico de las funciones del Ejemplo 6.2.1

Claramente T + ne; € S, con e; vector de la base candnica. Luego, es claro que
5= S(3+ ) + 2 (@ — nes)
7 = 5@ +ne;) + 5(T —ne;

y esto implica (por convexidad de f)

1
f(i+nei)+§f(i—nei) Vi=1,...,n

N| —

f(x) <

de donde 1 1
0< L@ +ne) = F(@)} + 515G - nes) — (@)}

De aqui se desprende que Vi, f(Z+ne;)— f(Z)y f(Z—ne;)— f(Z) no pueden ser simultdnea-
mente negativos.

Sea K = méax{f(ztne;)—f(z), Vi=1,...,n}, 0< K < o0,y definamosd = ml’n{ﬁ, 5—;](}
n'n
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Sean ; >0 i=1,...,n, tales que x — T = > _ ayd;, con
i=1

g - ne; six;—2; >0
' —ne; st x; —T; <0

leaz%dd _Za2||d|| =1 Za
i=1j
52 2
Asi, se tiene que Za < — = mln{ ez
n?
=1

Luego, ||z — z* =

——1, lo que implica en particular que

1
aigmin{—,iK} Vi=1,...,n
n’'n

Entonces,
= 1
= id; —(noyd;
f(x) flz — E a;d; + ) ;:1 ~(na + 7))
< E f (noyd; + ) E fl(1 = no)T + na (T + d;))

=1

IA
S
M
=
|
3
g

z) + na; f(T + d;)]

Luego (de la definicién de K y por la cota establecida para «; més arriba),
fx)—f(z@) < ;ai[f(mm) —f@) < K;ai <e
Para terminar, falta probar que f (z) — f(z) <e.

Sea y = 2% — x. Notemos que ||y — Z|| = ||z — z|| <4, luego, f(y) — f(7) <e.

Pero f(z) = f(3y + 32) < 1 f(y) + 5f(z) implica que

1

SIf (@) = f@)] < Slfly) - f@)] <

1
—E.
2
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Luego, |f (z) — f(Z)| < € y se tiene el resultado. |

Una funcién convexa podria no ser continua en todo su dominio, sin embargo, el teorema
anterior dice que los puntos de discontinuidad se encuentran en la frontera, como muestra el
siguiente ejemplo.

2 lz| <1

Ejemplo 6.2.2 Sea S = {x/|z| <1} y f: S — IR, definida por f (x) = {2 =1
€T =

La funcién f es convexa, continua en int (S) y los puntos de discontinuidad {—1,1} estén
en la frontera de S.

6.2.1. Conjuntos relevantes asociados a funciones convexas

Definicién 6.2.4 Sea f: S C IR" — IR, con S # 0 un conjunto cualquiera. Para o € IR
se definen los siguientes conjuntos (ver Figura 6.3)

s No(f)={x € R" ]/ f(x) < a}, el conjunto de nivel a.
» Co(f)={z € R" / f(x)=a}, curva de nivel a.
v epi(f) ={(z,a0) € Sx IR / f(z) < a}, el epigrafo de f.

Teorema 6.2.2 Sea una funcion f: S C IR" — IR, con S convexo. Se tiene que

(i) f es convezxa siy solo si epi(f) es un conjunto convexo

(i1) Si f es conveza, entonces N,(f) es convezxo.

Demostracién.

(i) Sea f convexa. Sean (x,«), (y,B) € epi(f), X € [0, 1]. Entonces, por convexidad

M, o) + (1= Ny, 8) = Oa+ (1 — Ny, da+ (1 -N)B) € S x IR

Como f es convexa, entonces
fAz+ (1 =XNy) <Af(z) + (1= Ay < Aa+ (1= A)p,
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N f(X)=[x; .X,] :
Xl\ /Xz
C,f)={x [.x,}

Figura 6.3: Conjunto de nivel, curva de nivel y epigrafo de una funcién real f.

puesto que f(z) <o y f(y) < . Luego,
Az, a) + (1= M)y, B) € epi(f),

por lo tanto epi(f) es convexo.

Sea ahora epi(f) un conjunto convexo. Claramente se tiene que (z, f(x)), (v, f(y)) € epi(f)
y, por lo tanto, para A € [0, 1] se tiene

Az, f(2) + (1= Ny, f(y)) € epi(f).
Es decir,
Az + (1= Ay, Af(2) + (1= A)f(y)) € epi(f),
de donde se concluye que f es convexa.
(ii) Sean x,y € N,(f). Se tiene que f(z) < ay f(y) < «, por lo tanto
fAz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 -Nfly) <a
de donde Az + (1 — N)y € N, (f). |

La reciproca de (ii) no es cierta: para la funcién (iv) del Ejemplo 6.2.1, N,(f) es convexo
Va € IR, sin embargo la funcién no es convexa.
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6.2.2. Funciones convexas diferenciables
Definicién 6.2.5 Sea S C IR", no vacio, f: S — IR, T € S, y d#0 tal que
T+ A eS VAe|[0,n], alginn > 0.

Se define la derivada direccional de f en el punto T, en la direccion d, por (cuando el
limite existe)

(@ d) = lim LT ZI@) g

A—07F A

donde IR = IR U {—o0, +00}.

Definicién 6.2.6 Sea S C IR", no vacio. Una funcion f : S — IR se dice diferenciable
en T € int (S) si existe Vf(z) € IR" tal que

flx)=f@)+Vf@) (zr—2)+o(x—2) Vo el

donde lim o(r —7) = 0.

7 |z —zl|
Teorema 6.2.3 Si f es diferenciable en el interior de S, entonces f'(%,d) = V f(z)Td.
Demostracién. Sea = € int (S), como f es diferenciable se tiene que

f@)=f@)+Vf@)(x—2)+o(zr—7) Voes.

Sea z =T+ Ad € S (para A > 0 suficientemente pequeno), luego

f(@+ M) = f(Z)+ V@) () + o(\d)

implica
f(Z+Ad) - f(z) g 0(Ad)
= V(@) d+ —=rld|
A [Ad]|
Tomando limite cuando A — 07, se obtiene f'(z,d) = V f(z)"d. |

La siguiente proposiciéon garantiza la existencia de la derivada direccional de las funciones
convexas (bajo ciertas hipdtesis generales).
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Proposicién 6.2.2 Sea f: S — IR, convexa. Sean T € S, y d # 0 tales que existe n > 0
que cumple T+ Ad € S, para todo \ € [0,n[. Entonces f'(z,d) eziste.

Demostracion. Sean 0 < A\; < Ay < 7. Entonces

A A A A
F(@ 4 ad) = F@ + dod) + (1= T)7) < TF (@ + dod) + (1= T f(7)
Ao Ao Ao A2
implica
Fl@ +Mid) — £(3) _ f(@+dod) — (@)
)\1 o /\2
c ) — f(a
Asi, la funcién p(\) = @+ )\) /() es mondtona (no decreciente) y por lo tanto };ng ©(\)
>
existe (estamos en IR).
Pero inf p(A) = lim ¢(\) = f/(Z,d), luego la derivada direccional existe. |
A>0 A—0t

El teorema siguiente permite caracterizar la convexidad de las funciones diferenciables, esta-
bleciendo que el hiperplano soportante de la funcién, en un punto cualquiera de la frontera
del epigrafo, acota inferiormente a la funcién.

Teorema 6.2.4 (Caracterizacion de convexidad en el caso diferenciable) Sea f : S — IR
una funcion diferenciable en S C IR", convexo. Entonces f es convexa si y solo si

f(x)> f(@)+Vf@)(r—17), Vo,7 € S.

Demostracion.

(=) Sea f convexa. Dados x,Z € S se tiene que
fQz+ (1 =Nz) < Af(z)+ (1= N\)f(z), VA€ 0,1]

Reordenando, tenemos que

f(x+ Mz = 7)) - (%)
A

< flx) = f(z), VA€ [0, 1]
y tomando limite A — 0" :

f(@,d)=Vf@) (z—7) < fz) - [(2)
que implica

f(z)> f(@)+ V(@) (x—7), VZ,2 € S.

(<) Sean z,z € S. Entonces,
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f(x) > fAz+ (1= N2) +(Vf(Az + (1 = N)2), (1 = N)(z —Z)) VA€ 0,1]
f(@)>fOx+1-=Nz)+(Vf( Az + (1 =Nx), AT —2)) VA€ [0,]1]

Multilplicando la primera desigualdad por A, la segunda por (1 — A) y sumando, se tiene
(@) + (1= Nf(@) = fOa+ (1 - A7) YA€ [0,1]

Es decir, f es convexa. [ |

Observaciéon 6.2.1 Es directo probar que f, satisfaciendo las hipotesis del teorema anterior,
es estrictamente convera si y solo si f(x) > f(Z)+ V(@) (x —7), Vr,z€S, v#7.

Corolario 6.2.1 Sea f : S — IR una funcion diferenciable en S C IR", convexo. Entonces
[ es convexa si y sdlo si (Vf(xy) — Vf(x1), 29 —x1) >0, Vi, zy€S.

Demostracion. De acuerdo al teorema anterior,

f@2) + (Vf(x2), 21— 72) V72 €8
fl@) +(Vf(z1),22 —71) V22 €8

Sumando las desigualdades anteriores, se tiene que
0> (Vf(x2), 21 —x2) +(Vf(21), 22 — 1) = (=V f(22) + Vf(21), 22 — 71)

es decir, (Vf(xg) — Vf(x1),29 —21) >0 Vay,z9 € S. [ |

Definicién 6.2.7 Sea S C IR", no vacio. Una funcion f : S — IR se dice dos veces
diferenciable en = si existe Vf(z) € IR" y H(Z) € Muxn(IR) tal que

f@)=f@+Vf@)T (z-2)+i(a-2) H@)(r—3)+o(x—7) Yres

donde(x—_xi%o(six%f
||z — ||

La matriz H (Z) se llama matriz Hessiana de f en z:
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[ 0*f (z) O*f (%) 0*f (z) ]
Ox? 0x101 2‘ ; 0x10z,,
. 0 T .
i (z) = . aa;fa(i)
%1 (7) "o @)
e ey

Teorema 6.2.5 (Caracterizacion de convezidad para una funcién dos veces diferenciable)
Sea S C IR" un abierto, convero, no vacio, y sea f : S — IR dos veces diferenciable en S.
Entonces f es convexa si y solo si H (x) es semi-definida positiva Yx € S.

Demostracion.
(=) Sea 7 € S. Queremos probar que Vo € IR, zTH (z)x > 0.

Como S es abierto, Ve € IR", x + \xr € S, para A suficientemente pequeno. Del Teore-
ma 6.2.4 se tiene que

f(Z+ X)) > f(T) + A\Vf(@)T2, Voe R

Ademas,
)\2
f(+Xz) = f(2) + A\Vf(@)z+ ?xTH (Z)x+o(A\x), VoelR"
Restando las dos ecuaciones, se tiene que
)\2
0> —?xTH (Z)z —o(Ax) Vz e R"

de donde,

2
v H () + po()\x) >0 Vre lR"

Para x # 0 (el caso x = 0 es directo), dividamos por ||z||* y tomemos limite cuando A\ — 0F

para obtener que 2T H (Z)x > 0 Va € IR", es decir, que H (T) es semi-definida positiva.

(<) Sean z, T € S. Por teorema del valor medio

f(z) = f(@) + V(@) (x = 7) +§ (¢ —2)" HE) (2 - 7)
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con T = AT + (1 — N)x € S, para algin A €0, 1].
Como H(Z) es semi-definida positiva, (z — z)" H(Z) (x — &) > 0, luego
fl@) = f@) +Vf(@) (x-7) Ve,z€S

Por el Teorema 6.2.4, f es convexa. [ |

Ejemplo 6.2.3 Sea f ;1 = —2? — 5a3 + 21129 + 1021 — 1029. Deseamos verificar si f
2

es convexa, concava o ninguna de ellas.

Podemos escribir f de una manera més conveniente como sigue:

() = vo o (3) =t [ 5] (3)
= (00 (3 )G [T o] (3)

—2

Luego, H(z) = [ 5

2 )
_10 } (no depende explicitamente de x).
Calculemos sus valores propios:

—2-A 2

det{ 2 —10- A

] =24+AN)(10+X) —4=X+122+16=0

de donde \; = —1,5279 y Ay = —10,4721.
Como ambos valores son negativos, H(x) es definida negativa. Luego, por el teorema ante-

rior, f es céncava. Mas ain, como lo demuestra el siguiente resultado, f es estrictamente
céncava.

Corolario 6.2.2 Sea S C IR" un abierto, convexo, no vacio, y sea f : S — IR dos veces
diferenciable en S. Se tiene que,

(i) si H(x) es definida positiva en cada punto de x € S, entonces f es estrictamente
conveza.
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(ii) si f es estrictamente convexa, entonces H(x) es semi-definida positiva en todo punto

de S.

Demostracién.

(1) Andlogamente a la segunda parte de la demostracion del teorema anterior, de la igualdad
f(x) = f(@) + V@) (x = 2) +§ (@ —2)" HE) (v - 7)
y usando el hecho que H(z) es definida positiva, se obtiene
fx)> f@)+Vf@) ' (x—2) Vr,z€S8, v+#7,
Por la Observacion 6.2.1, esto es equivalente a decir que f es estrictamente convexa.
(77) Notar que de la desigualdad
fx)> f(@)+ V@) (v —7) Va,2€8, 1#7,
y de la definicion de funcién dos veces diferenciable se obtiene, para x — Z = Ad, con d # 0,

Nd"H(z)d + o(Ad) > 0

de donde \d

dT H (z)d + ﬁ;d”l |2 > 0, Va,% € S, z # 7.
Tomando limite A — 0, se deduce que d” H(z)d > 0, es decir, H(Z) es semi-definida positiva.
]

Hasta aqui hemos desarrollado caracterizaciones de convexidad que nos seran de mucha
utilidad, pero solo para funciones diferenciables. Existe una forma sencilla de extender estas
caracterizaciones a funciones no diferenciables, mediante el concepto de subgradiente, que se
define a continuacion.

Definicién 6.2.8 Sea f: S — IR, convera. Un vector £ € IR" se llama subgradiente de
fenz si

flx)> f(@)+ & (x—2) Ve e s

El conjunto de subgradientes de f en T se denota por Of(Z) y se llama subdiferencial de
fent.
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Proposicién 6.2.3 Sean f: S — IR, convexa, y T € S . Entonces el subdiferencial Of(T)
es un conjunto convexo.

Demostracién. Sean &;,& € 0f(z). Entonces por definicién se tiene
fla) > f(2) +& (2 —7), Voes
fla) > f(2) +& (x—7), Voes

Multiplicando la primera inecuacién por A € [0,1] y la segunda por 1 — A y luego sumando,
se tiene

fl@) = f@)+ M+ (1 -N&) (2 -7), VzeS

lo que muestra que A& + (1 — A)&, es también un subgradiente. [ |

Proposicién 6.2.4 Si f es convezxa y diferenciable en T € int (S), entonces
of(z) ={Vf(z)}

Demostracién. Notemos primero que V f(Z) € 0f(Z), pues f es convexa (Teorema 6.2.4).

Si € € 9f(Z), entonces por definiciéon f(x) > f(7) + & (x —Z), Ve e S,

Sea x = T + Ad € S (para A > 0 suficientemente pequeno), se tiene que

FE40D) — @) | g

f(@+ M) > f(7) + \'d = 3 >

Tomando limite cuando A — 0%, Vf(z)'d > &'d, luego (£ — Vf(Z))'d < 0. Escogiendo
d = £ —Vf(z) y reemplazando en la ecuacién anterior, obtenemos || — V.f(z)||> < 0, lo que
implica que £ = V f(Z). |

Proposicién 6.2.5 Sea S C IR" un convexo no vacio y f : S — IR. Si ¥z € int(5)
3¢ € IR" tal que

fx) > f(@)+&(x—2) Vres,

entonces f es convexa en int (S).
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Demostracién. Sean x1,z2 € int (S), A € [0,1]. Como S es convexo entonces int (S) es
convexo, luego T = A\xy + (1 — A) 25 € int (S) y existe £ € IR", tal que

flx) > f(x)+ & (x—7), Vres.
En particular,
fla1) > f(z) + & (21— 7)
flaz) > f(2) + € (22 — 7)

Pero o1 — T = (1 — \) (1 — 23) y 9 — T = —A (21 — 23). Luego, multiplicando la primera
desigualdad por A, la segunda por (1 — \) y sumando, se tiene que

v

AM(z1) + (1 =N f(xe) > f(Az1 + (1 — Nag) VA €[0,1],
es decir, f es convexa. [ |
Como ejercicio, se deja propuesto demostrar la proposicién siguiente.
Proposicién 6.2.6 Sean f y g son dos funciones convexas en S. Entonces
a) T €S es un minimo de f si y solo si 0 € Of(T).

b) O(f + g)(x) = 0f(x) + Og(x), para todo x € S.

Teorema 6.2.6 Sea f : S — IR, con S convexo no vacio, y sea T una solucion local del
problema (P). Entonces,

(1) Si f es convexa, T es minimo global.

(ii) Si f es estrictamente convexa, T es el unico minimo global.

Demostracién.

(i) Sea e > 0 tal que f(z) < f(z), Ve e V(z) ={x € S / ||z — z|| < e} y supongamos que
Z no es 6ptimo global.

Es decir, existe y € S tal que f(y) < f (Z). Luego, para A €]0, 1],

fOy+ A =22) <Af(y) + A =A) f(2) <M (2)+ (1= A) f(z) = f(2).
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. € .
Para A suficientemente pequeno (en realidad basta con elegir A < —————), se tiene que

ly — z]
M +1=XNzeV.(2)y f(Ay+ (1 —N)z) < f(z), lo cual es una contradiccién pues 7 es
minimo local en V; ().

(ii) Como f estrictamente convexa entonces f es convexa. Luego, por (i), Z es minimo global.

Supongamos que no es Unico, esto es, que existe y € S, con y # T, tal que f(y) = f(Z).
Entonces

1 1 1 1
J— —_r < — — T — -
FGy+52) < 5fly) + 5 /(@) = f(2)
lo que implica que existe z € S, z = %y + %f, distinto de z, tal que f(z) < f(z). Esto
contradice el hecho que Z es minimo global. [ |

6.2.3. Proyeccién sobre conjuntos convexos

Teorema 6.2.7 Sea S un conjunto convexo, cerrado, no vacio en IR", y € IR", y ¢ S.
Entonces, existe un unico T € S que minimiza la funcion

oy S — IR
zr— py(r) = [ly — ]|

Demostracién.

Existencia: Sea v = inf{y,(v) / z € S}. Existe una sucesion minimizante {z;},_ v C S tal
que
oy(x)) = 7, k— oo.

Usando la propiedad conocida como Ley del Paralelégramo,
2 2 2 2
Ju+ol]” + llu = ol = 2{ull” + 2{]0]",
para u =, — Y, v = I; — Y, tenemos

lzx —zl|> = 2lze — yl* + 2z — ylI® = o + 20— 2y ,
2 2
=2z —ylI" + 2|z — yl® — 4| s2i + 2 — |

Notar que, por convexidad de S, se tiene que %xk + %ml € S, luego H%xk + %xl — y”2 > 92,
por lo tanto,

ok = @l|* < 2l = ylI* + 2 [l — yl|* — 49
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Si k,l — oo, se tiene que ||zx —y|| = v v [|lz1 — yl| = 7, luego ||lzx — x||> = 0, es decir,
{7k}, pv es una sucesion de Cauchy en IR" y, por lo tanto, converge a un cierto T € S, pues
S es cerrado. Por continuidad de la norma, ¢,(z) = 7.

Unicidad: Sea = € S, T # 7, tal que ¢,(Z) = 7. De manera andloga a la parte anterior,
se llega a ||T — Z||* < 2|7 — y||* + 2||1Z — y||* — 472, que es igual a cero, luego T = Z. u

Observacion 6.2.2 El teorema anterior es vdlido para la norma euclideana, pero si se usa
otra norma, entonces es posible que la proyeccion no quede bien definida al no haber unicidad.
En lo que sigue, salvo indicacion expresa en contrario, siempre entenderemos que se usa la
norma euclideana.

Definicién 6.2.9 Sea S un convezo cerrado no vacio.
i) Paray € IR", se define la distancia de y a S, por d(y,S) = min{p,(z) / v € S}.
ii) Para y € IR", se define la proyeccién de y sobre S, mediante
Ps(y) = argmin{gp,(z) /z € S} =7 € S,

siendo T el unico que satisface @,(z) < p,(z),Vx € S.

Figura 6.4: Distancia y proyeccién del punto y al conjunto S
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Observacién 6.2.3 La notacion argmin se lee como “el argumento que minimiza”. Clara-
mente, siy € S se tiene que d(y,S) =0 y Ps(y) = y.

Observacion 6.2.4 De aqui en adelante usaremos la notacion {u,v) para el producto in-

terno habitual en IR" pero, como interpretamos los vectores de IR" como columnas, es equi-
valente escribir uTv.

Teorema 6.2.8 Sean S un convexo cerrado no vacio e y ¢ S. Se tiene que
(y—z,x—7) <0, Ve e S
si y solamente si T minimiza p,(z).

Demostracién. Supongamos que para cierto = € IR" se tiene (y — z,x — z) < 0, Vz € S.
Entonces

I

ly == = |ly—7—(z—2)
= lly—zl* +llz —z|* - 2(y — 3,2 — 1)
ly = z|I* + [l — z|*

ly — z[|*

(AVARAY]

Esto implica que ||y — Z|| < ||y — z||, Vo € S. Es decir ¢, (Z) < ¢, (z), Vo € S.

Inversamente, si & minimiza ¢, en S, entonces Vo € S:

ly ==l = lly—7—(z—2)|

= lly—zl’ +llz —z|* - 2(y — 3,2 — )
< lly—al*+llz —2l* - 2(y — 7,7 — x)

Luego (y—Z,x—z) < iz —z|?, VzeS.

Como S es un conjunto convexo y € S, entonces A\x + (1 — \)z € S,VA €]0,1] y por
lo tanto:

(y—z, e+ (1-Nz—z) < 5[Aa+ (1 - Nz -z
de donde

(y— 2,2 —7) < 3llz — 2



Tomando A — 07, se tiene el resultado. [ |

Geométricamente, el teorema anterior quiere decir que la proyeccion de y sobre S se alcanza
en un punto z tal que el trazo y — & es ortogonal al conjunto.

x|

Figura 6.5: Proyeccién de y sobre S.

Teorema 6.2.9 Sea S un convexo cerrado no vacio, entonces

1Ps(x) = Ps(y)|| < llz =yl Yo,y € IR".

Observacion 6.2.5 Esto es equivalente a decir que st S un convero cerrado no vacio, la
funcion de proyeccion Ps es funcion de Lipschitz (continua).

Ejercicio 6.2.1 Demuestre el Teorema 6.2.9.

6.2.4. Separacién de convexos: teoremas de Farkas y Gordan

Teorema 6.2.10 (Hahn-Banach) Sea S un convezo cerrado no vacio, y ¢ S. Entonces
existen p € IR", p # 0, a € IR, tales que

Py > «a
ple < o, Vo €S.

Demostracion. De acuerdo a lo desarrollado en la subseccién anterior, existe un tnico
zeStalque (y— 7,z —7) <0,Vr €S.

Seanp=y—2#0y a=(p,z). Tenemos que

(p,x—2) <0 Vrels

111



H={z/p'z=0}

Figura 6.6: H es el hiperplano separador entre S e y.

por lo tanto
(px) <(p,T)=a Vz €S (6.1)
Por otro lado
(pr—2)=(pr—y+y—2) = (pr—y)+py—7) = (px—y) + [p|" <0, Vo e S

lo que implica que
(p.z) +lpI* < (p,y), Yz € S.

Como ||p||* # 0, se tiene que

(p,z) < (p,y), Vx €S (6.2)
Evaluando esta expresién en z = Z y usando la definicién de « se tiene o < (p,y), lo que
concluye la demostracion. [ |

El teorema anterior introduce la nocién de hiperplano separador (ver Figura 6.6).

Definicién 6.2.10 Sea S un convexo cerrado no vacio. Un hiperplano soportante de S
es un hiperplano H tal que HNS #0 y {SCH"™ v SCH }.

Esto se muestra en la Figura 6.7.
Cuando definimos los poliedros, los caracterizamos como una interseccién finita de semiespa-

cios. Fl siguiente teorema nos permitira deducir una caracterizaciéon similar para un conjunto
convexo no vacio cualquiera.
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Figura 6.7: Para la figura a), H; y Hs son dos hiperplanos soportantes en el punto sefialado.

Teorema 6.2.11 Sea S C IR" un conjunto convexo y sea T un punto en la frontera de S.
Entonces S tiene un hiperplano soportante en Z.

Corolario 6.2.3 Sea S un convezro cerrado no vacio. Entonces
S =({W semiespacio/S C W}
Observacion 6.2.6 Note que la interseccion anterior no es necesariamente finita.

Demostracién. Basta tomar los semiespacios generados por todos los hiperplanos sopor-
tantes del convexo, que contengan a S. [ |

Teorema 6.2.12 (Farkas) Sea A € M,,x,(IR), ¢ € IR". Uno y sdlo uno de los siguientes
sistemas tiene solucion:

(1) Az <0, "z >0
(2) Aty =c,y>0

Demostracién. Supongamos que (2) tiene solucién, es decir, que existe y > 0 tal que
ATy =c.

Si (1) tuviese solucién, existirfa € IR" tal que Az < 0, ¢'x > 0. Premultiplicando la
primera desigualdad por y > 0, se tiene que y’ Az = (ATy)Tz = ¢’z < 0, lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto (1) no tiene solucidn.

Supongamos ahora que (2) no tiene solucién. Sea S = {z € IR"/z = ATy, y > 0}, que
es un convexo, cerrado y no vacio.

Como (2) no tiene solucion, entonces ¢ ¢ S. Luego existen p # 0, « € IR tales que
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(pe)y>a 'y (pz)y<a,VzeSs.
Como z =0 € S, entonces o > 0, lo que implica
(p.c) >0 (6.3)
De (p,z) < a Vz €S, se tiene que (p, ATy) = (Ap,y) < a, Vy > 0.

Supongamos que Ap tiene una coordenada estrictamente positiva, digamos (Ap);, y con-
1

0
sideremos y = A | . |, A > 0. Entonces A(Ap); < a VA >0, lo que es una contradiccion,

0
pues se puede elegir A suficientemente grande de modo de violar la desigualdad, dado que
(Ap); > 0. Luego, Ap no tiene coordenadas positivas, es decir,

Ap <0 (6.4)

De (6.3) y (6.4) se deduce que (1) tiene solucién en = = p. |

Ejercicio 6.2.2 Sea A € M,x,(IR), ¢ € IR". Uno y sdlo uno de los siguientes sistemas
tiene solucion:

(1) Ax < 0,2 >0, 'z >0
(2) ATu>c,u>0

Basta considerar la matriz A = [ 7 ] y aplicar el teorema de Farkas. [ |

Teorema 6.2.13 Sean S; y Ss, conjuntos converos no vacios en IR", tales que S; NSy = (.
Existe un hiperplano que separa Sy y So, es decir, existe p € IR" no nulo tal que

play > play Vo, € S1,20 € Ss.
Demostracién. Consideremos el conjunto
S:{x/x::cg—xl, l’lesl, .I'QESQ}:SQ—Sl.
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H

Figura 6.8: En el caso de la figura, el hiperplano separador de los dos conjuntos convexos es soportante
para la clausura de ambos.

Se deduce de la Proposicién 2.1.5 que S es un convexo. Ademads, es claro que 0 ¢ S (en
efecto, 0 € S implicarfa que S; N Sy # 0). Luego, usando el Teorema 6.2.10, existe p # 0 tal
que
T
plr <0 Ve elS
de donde se concluye que
pl(zy — 1) <0 Vo, € Sy, Vo, € S,

lo que prueba el teorema. [ |

Teorema 6.2.14 (Gordan) Sea A € M,,«,(IR). Entonces uno y sélo uno de los siquientes
sistemas tiene solucion:

(1) Az <0

(2) ATp=0,p>0,p#0

Demostracién. Supongamos primero que (1) tiene solucién, es decir, que existe = € IR" tal
que Az < 0. Demostraremos que (2) no tiene solucién. Si no, existiria p € IR",p > 0, p # 0

tal que ATp = 0.

Entonces, premultiplicando (1) por p? se obtiene que p? Az < 0, lo que contradice que
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ATp =0.

Supongamos ahora que (1) no tiene solucién. Demostraremos que (2) posee solucién. Si
no, definamos

Si={z€R"/z=Az, 2 € R"} y Sy={z€ R"/z<0}
Como (1) no tiene solucién, entonces tenemos

SlmSQZQ)
SI%QMSE%@

S1 y Sy convexos

Entonces, por teorema anterior (separacién de dos convexos), existe un hiperplano separador;
es decir existe p # 0 tal que

pla1 >plzy V2 €851, 2 €5,

Luego,
pTAQ}l Z pTZQ le € ZRn, 29 € SQ (65)

lo cual implica que
pT Az > sup{p’ z}.

22<0

Probaremos que p > 0. Si p tiene alguna coordenada negativa, entonces el supremo del lado
derecho de esta desigualdad es igual a +oo. Se deduce entonces que p” Az, = +oo, Vr; € IR",
lo que es una contradiccién. Asi, p > 0.

Luego, tomando limite 2, — 0~ en (6.5), se tiene que p’ Az; > 0, Va; € IR". Eligien-

do 1 = —ATp, se tiene que HATpH = 0 lo que implica ATp = 0. Esto demuestra que (2)
tiene solucién. ]

6.3. Condiciones de optimalidad: caso sin restricciones

En esta seccién, obtendremos condiciones necesarias y suficientes para resolver problemas
no lineales irrestrictos (que es el caso en que S = IR"), es decir problemas del tipo:

(P) min f(z)
x € IR"
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En general supondremos que f es una funciéon una o dos veces continuamente diferenciable.

Teorema 6.3.1 (Condiciones necesarias de optimalidad) Sea z* solucidn local de (P)
y supongamos [ € C*(S), donde S es un conjunto abierto que contiene a x*. Entonces,

a) Vf(x*) =0y

b) La matriz Hessiana H(z*) es semidefinida positiva.

Demostracién. Sea d € IR", no nulo dado y consideremos la funcién g(«) = f(z* + ad).
a) Como x* es un minimo local de f se tiene que:

f(z*) < f(z* 4+ ad) Va > 0 suficientemente pequeno.

Es decir,
)< fa+ad) — fo)
Q@
Tomando limite,
* d _ *
N (I Lo g

a—0t o

Ahora, por la regla de la cadena se tiene que ¢'(a) = Vf(z* + ad)d, lo que implica que
g (0) = Vf(x*)Td, por lo tanto

0< Vf(z*)Td.
Como d es arbitrario, tomando d = *+¢;, siendo e; el i-ésimo vector de la base candnica, se

agx ) =0y por lo tanto V f(x*) = 0.

i

deduce que

b) Consideremos el desarrollo de Taylor de segundo orden,

9(0) = 9(0) + /(0 + 39" (0)a” + o0,

o(t)

t
donde la funcién o(t) cumple lim —= = 0.
t—0 ¢
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Considerando que ¢'(a) = V(z* + ad)Td y ¢"(a) = dTH(z* + ad)d, la expresién an-
terior se escribe

F@* +ad) — f(z*) = aV f(z*)Td + %dTH(x*)d + o(a?),

por lo tanto, como Vf(z*) = 0y f(z* + ad) — f(z*) > 0, para a > 0 suficientemente
pequeno, se tiene que

2
0 < d"H(z")d+ 2%

2
a
Tomando o — 0 se obtiene que H(z*) es semidefinida positiva. [ ]

En relacién a las condiciones suficientes, se puede facilmente probar los siguientes teoremas,
para el caso de funciones convexas (las demostraciones quedan como ejercicio de céalculo).

Teorema 6.3.2 Sea f una funcion convexa y diferenciable sobre un conjunto convezro S,

abierto. Entonces V f(x*) = 0 es una condicion necesaria y suficiente para que z* € S sea
un minimo global de f sobre S.

Teorema 6.3.3 (Condiciones suficientes de optimalidad, caso general) Sea f € C*(S),
con S abierto. Supongamos que x* € S satisface:

a) Vf(x*)=0.

b) La matriz H(z*) es definida positiva.

Entonces, x* es un minimo local estricto de f en S.

6.4. Condiciones de optimalidad: caso con restricciones

Para el caso con restricciones, las condiciones de optimalidad son algo més complicadas que
para el caso irrestricto. Comencemos con algunas definiciones previas.

Definicién 6.4.1 Sea f : IR" — IR. Se dice que d € IR" es direccion de descenso de f
en T si Vf(z)'d <0.

Definicién 6.4.2 Sea S un conjunto no vacio en IR" y x € S. Se llama cono de direc-
ciones admistbles de S en T al conjunto:
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A(Z)={d/d#0, 2+ AXd €S, YA€ [0,n] para algin n > 0}
Denotaremos por D(7) = {d / Vf(Z)'d < 0} al conjunto de direcciones de descenso.

Ademas, por simplicidad notacional y si no hay posible confusién, escribiremos A = A(Z) y
D = D(z). Ambos conjuntos pueden ser vacios.

Teorema 6.4.1 Sea f : IR" — IR diferenciable en x € S. Si & es minimo local del problema

(P) min f(x)
resS

entonces, AND = ().

Demostracién. Razonando por contradiccién, supongamos que existe d € AN D, entonces
de A= existen>0talquez+Xd€ S, A€ [0,n] vy

d € D = existe € > 0 tal que f(z + Ad) < f(z), A € [0,¢].

Luego f(z + Ad) < f(z), para todo A €]0, min{e,n}[, lo que contradice la minimalidad
local de . u

Muy frecuentemente el conjunto factible S esta descrito mediante una sistema de inecuacio-
nes, que denominaremos restricciones. Sean gy, ..., g, funciones de IR" en IR, diferencia-
bles. Consideremos también el conjunto

S={reR"/g(x)<0,i=1,...,m},

que es un convexo cuando las funciones gy,..., g, son convexas en IR" (dejamos al lector
la tarea de probar esta afirmacién y encontrar un contraejemplo para la afirmacion reciproca).

Entonces el problema (P) se escribe

(P) min f(x)
g(x) <0 i=1,....m

Definicién 6.4.3 Sea T € IR". Si una restriccion g; verifica g;(x) = 0 entonces se dice que
es activa en z. Ademds, I = {i / g;(z) = 0} denota el conjunto de indices de las restricciones

activas en T.
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Sea ahora el conjunto G(z) = {d / Vg;(z)Td < 0, Vi € I}, el cual denotaremos simplemente
por G.

Teorema 6.4.2 Sea T un punto factible de (P), es decir, g;(z) <0 i=1,...,m. Entonces,
s1 T es minimo local de f, se cumple que GN'D = (.

Demostracién. Basta probar que G C A y luego concluir usando el teorema anterior.

Sea d € G y consideremos el caso i € I. Entonces Vg;(Z)Td < 0, luego existe n; > 0 tal
que
9:(Z + Ad) < gi(z) A €]0, .

Notar que el lado derecho de esta tultima desigualdad es nulo, entonces se tiene que
gi(Z+Xd) <0 X€J0,n],
para n = 1]1161}1{77]}

Tomemos ahora ¢ ¢ I. Como Z es factible, entonces cumple ¢;(Z) < 0. De alli, por con-
tinuidad, se deduce que existe ¢; > 0 tal que g;(Z + Ad) <0 X € [0,¢].

Sean € = ngln{&ti} y A = min{n, }. Entonces podemos decir que

G(Z+ M) <0 i=1,....m, VAe[0,A]
Entonces d € A, lo que completa la demostracién. [ |
Teorema 6.4.3 (Karush-Kuhn-Tucker, desigualdades) Sea T solucidn de (P) y supon-

gamos que {Vg;(Z), i € I} es un conjunto linealmente independiente. Entonces existen
1y - b € IR tales que:

Vf(z)+ ;#Ngi(f) =0
nigi(z) =0 i=1,....m
W >0 i=1,....m

Demostracién. Sabemos, del teorema anterior, que D NG = (). Entonces, no existe una
direccién d € IR" tal que
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Vf(z)Td<0
Vg (z)ld<0 iel

Definiendo
V)"
A= ‘
iel
podemos interpretar lo anterior como: no existe d € IR" tal que Ad < 0. Entonces, por el
teorema de Gordan, existe p # 0 tal que

ATp =0
p =0
Notemos
Ho
p=1
Hi
iel
entonces,

poV f(Z) + - 1iVai(z) =0

el
donde los coeficientes g, u; > 0, para ¢ € I, no son todos nulos.

Afirmamos que po > 0. En efecto, si o = 0, entonces se tiene que > 1;Vg;(Z) = 0, donde
iel

los coeficientes u;, ¢ € I no son todos nulos. Eso contradice la hipétesis de independencia

lineal.

Asi, podemos redefinir los coeficientes p; ﬂ, Vi € I, con lo cual
Ho

Vf(f)JrZIMngi(fi) =0
1€

donde los coeficientes p; ¢ € I, no son todos nulos.
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También sabemos que ¢;(Z) = 0 para i € [ y que ¢;(Z) < 0 para i ¢ I, entonces defi-
niendo p; =0 Vi ¢ I, se concluye que

V() + iuivw
/vLigi(a_:

)=0
)=0 i=1,....m
>0 1

lo que completa la demostracion. [ |

Ejemplo 6.4.1 Veremos aqui cudan importantes son las hipotesis del teorema anterior. FEl

sigutente es un problema clasico, que tiene como solucion optima el punto * = < .

0
(P) min —1
—(1—z)*+x9 <0
—X2 S 0
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Figura 6.9: El teorema de KKT no es aplicable en el éptimo.

Como puede verse en la Figura (6.9), la versién del teorema de Karusch-Kuhn-Tucker (KKT)
no es aplicable en este caso, pues los gradientes de g; y g2 no son linealmente independientes

122



en z*. En efecto,

Vi) = (_01> .

Se observa que no existen uq, us > 0 que satisfagan (_01) + iy (?) + pio (_01> = (8) )

Interpretacion geométrica del teorema de Karush-Kuhn-Tucker

El teorema de Karush-Kunh-Tucker puede ser interpretado geométricamente como sigue.

VG, (R)
9, %

-Vi(®)

,
cono dedirecciones [/
admisibles  ~ =

9 \\vgl (X)

Figura 6.10: llustracién de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para dimensién dos.

Consideremos un problema en dos dimensiones como el que se muestra en la Figura 6.10. El

cono de direcciones admisibles esta dado por:

A@@) ={d | Vg(z)Td <0, Viel={1,2}}

Bajo la hipotesis de independencia lineal de los gradientes de las restricciones activas, para
que Z sea un minimo local, se necesita que el vector —V f(z) forme un dngulo obtuso con
toda direccién admisible d, lo que equivale a decir que —V f(Z) debe ser combinacién lineal

positiva de los vectores del conjunto {Vg;(z), Vi € I}.

A continuacién entregamos sin demostracién el enunciado del teorema de Karush-Kuhn-

Tucker, extendido al caso de restricciones de igualdad y desigualdad.
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Teorema 6.4.4 (Karush-Kuhn-Tucker, igualdades y desigualdades) Sean las funcio-
nes f:IR" =R, ¢g:IR"—IR i=1,....m y hj:IR"— IR j=1,...,1 diferenciables.
Consideremos el problema

(P) min f(x)
gi(x) <

Sean T un punto factible. Supongamos que el conjunto {Vg;(z), Vh;(z), ie€l, j=1,...,1}
es linealmente independiente.

Entonces, si T es solucion de (P), existen y; € IR, i =1,....m, v; € R, j=1,...,1
tales que

Vf(z )+ZMZV91( )+ZVJVh (z) =

1igi(Z )

Tal como en el caso de desigualdades, la hipotesis de independencia lineal de los gradientes
de las restricciones activas es demasiado fuerte, y el teorema sigue siendo vélido atin cuando
esta hipotesis no se cumpla.

Ejemplo 6.4.2 Una aplicacion interesante de esta version del teorema de KK'T es el caso
de la programacion lineal, que es el tema del prozimo capitulo. Consideremos el problema

(P) min cTx
Az =b
z >0

donde la matriz A € M,xn(IR) y los vectores ¢ € IR", b € IR™ son los datos del problema.
Se puede escribir equivalentemente,

(P) min cfx
-z <0
Az —b =0
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de manera que las funciones f, g; y h; del problema general estdn dadas por

f(z) = Tz
gix) = —m

hi(w) = ) apa, — b,
k=1

Los gradientes respectivos son

Vfix) = ¢
ng(l’) = —€
Vhi(z) = (aj,...,am)"

donde e; es el i-ésimo vector de la base candnica de IR". Las ecuaciones de KKT en este
caso se pueden escribir

c+ Y ui(—e) + X vi(as, ... a5m)" =0
=1

Introduciendo la notacion y = —v, s = u se obtiene

ATy +s=c
x2ls =0
s>0

Entonces la caracterizacion completa de la solucion del problema de programacion lineal es
la siguiente: x es solucion del problema (P) si y sdlo si existen vectores s € IR", y € IR™,
tales que

Ar =b
ATy+s=c
2Ts =0
z,s >0

Este es un sistema dificil de resolver, dado que algunas variables deben ser positivas y ademds
deben satisfacer una ecuacion no lineal (ortogonalidad de x y s). De hecho, el algoritmo
Simplex es una forma de resolver este sistema.
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Observacién 6.4.1 El sistema anterior, que se deduce de la aplicacion del Teorema de
Karush-Kuhn-"Tucker al caso lineal candnico, corresponde también a una aplicacion del Teo-
rema de Holgura Complementaria. En efecto, la primera ecuacion establece la factibilidad de

la solucion primal z; la sequnda, establece la factibilidad de la solucion dual y; finalmente,
la tercera ecuacion caracteriza la optimalidad.
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Capitulo 7

Algoritmos para programacién no
lineal

En este capitulo estudiaremos algunos métodos numéricos para la resolucién del problema

min f(z)
res

donde la funcién f : IR" — IR es en general diferenciable (en algunos casos, puede ser
necesario imponer condiciones adicionales) y el conjunto S es un convexo no vacio en IR".
En el caso que S = IR" se habla de Optimizacion sin restricciones.

Aunque el conjunto S puede tener naturaleza bastante variable y general, en este capitu-
lo consideramos solamente el caso en que S puede ser descrito mediante un conjunto de
igualdades y desigualdades, es decir,

min f(z)
gi(z) <0, i=1,...,m
hj(z) =0, j=1,...,1
en que normalmente suponemos que tanto g;, ¢ = 1,...,m como h;, j = 1,...,1 son dife-

renciables. Esto se denomina Optimizacion con restricciones.

Esquema general de resolucion. La resolucién numérica de estos problemas sera abor-
dada siguiente un esquema iterativo: dado un punto de partida zy € S se construye una
sucesion {xy}, contenida en S, segin la formula

Tht1 = Th + Mpdy
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donde dj, es una direccién de descenso (es decir, V f(x;)Td, < 0) y Az es un paso, que

satisface
f(l‘k + )\kdk) < f(%k + )\dk) V> 0, xr+ A, €S

Ciertamente, el valor de \; podria no ser unico. Otra posibilidad es que f(xy + Ady) diverja
a —oo cuando A tiende a infinito y se cumple z, + \dy € S, para todo A > 0. En ese caso,
el problema (P) es no acotado.

Dada la direcciéon dg, el problema de encontrar el paso A\; es un problema de minimiza-
cion unidimensional

(L) minp(A)
A€ [0, A]

en que p(A) = f(zp + Adi) ¥ A = sup{\ / @ + Ay, € S}.

La direccién di puede ser elegida de diversas maneras, segin veremos en las secciones si-
k )
guientes. A modo de ejemplo, en el caso no restringido, se puede elegir simplemente

pues si x;, no es punto estacionario (V f(zy) # 0), entonces V f(z;)Tdy < 0. Esta es la base

del método del gradiente, que veremos a continuacion.

Mas en general, si S es una matriz definida positiva, entonces es facil probar que
dy = =SV f(x)

es también una direccién de descenso, puesto que V f(zp)Tdy = =V f(2)T SV f(x1) < 0, si
V f(zr) # 0. Esto justifica el método de Newton, en el cual se elige

dk = —H(l‘k)_1Vf(l‘k),

siendo H (zy) la matriz Hessiana de f, evaluada en z;. Este método es muy bueno cuando
la funcién f es (estrictamente) convexa.

7.1. Optimizacién sin restricciones

7.1.1. Meétodo del gradiente

También conocido como método de Cauchy o del descenso méas pronunciado, esta disenado
para resolver numéricamente el problema irrestricto

(P) min f(x)

128



Una propiedad interesante de la direccién del gradiente es que ella es la de maximo descenso
en el punto xy, en el sentido que es solucién del problema
min Vf(xx)"d
ldf <1
En efecto, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se puede decir que V f (z3)Td > — ||V f (x1) || ||d]]
y la igualdad se alcanza en

d—= — Vf (k)
IV f (@)
Esto sugiere usar la direccién d, = —V f(z) como direccién de bisqueda, es decir, el algo-
ritmo esta dado por la formula iterativa:

donde el paso A, es la solucién del problema unidimensional (L). El algoritmo correspon-
diente puede entonces presentarse de la manera siguiente:

Algoritmo del gradiente
[0] Sean e >0, k=0, zo € IR"

[1] Si [|[Vf(zk)| < e, entonces detener el proceso, pues xj es una buena aproximacién a
un punto estacionario de (P). Si no, elegir la direccién

d, = =V f ()
eir a [2]
[2] Encontrar Ay que minimiza f(zy — AV f(zx)), A >0 (es decir, resolver (L))

[3] Actualizar
Trr1 = T — MV f (@),
hacer k <~ k+ 1 eir a [1]

Observacion 7.1.1 Observar que el método elige, a partir de xy, una direccion ortogonal a
la curva de nivel de la funcion f en ese punto. En ese sentido corresponde a una discretiza-
cion de la trayectoria dada por la ecuacion diferencial ordinaria

#(t) = Vb)), t>0, 2(0) =1y

la cual, bajo ciertas condiciones de reqularidad, satisface x(t) — z* si t — 00, siendo
x* un punto estacionario de f.
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Figura 7.1: Esquema de un método iterativo sin restricciones.

7.1.2. Caso cuadratico

Consideremos el caso
T l r
flz)=cx+ 3% Qz,

con () (simétrica) definida positiva.

En lo que sigue denotaremos g = ¢ + Qxy al gradiente de f evaluado en zj. Entonces
la direccién del gradiente esta dada por dp = —gy.

Se necesita determinar el paso en cada iteracién. Recordemos que, de la definicién del pro-
blema (L), debemos minimizar la funcién

(A) = f(xr — Agr),

la cual es convexa. Entonces se puede determinar Aj resolviendo la ecuacién ¢'(A) = 0, es
decir,

0=¢'(\) ==V f(@r—Agi) gr = —[c+ Qzr — Agi)]" gk = —9¢ 9 + Agi Qi
g}fgk
9 Qg

Se obtiene entonces la formula iterativa (explicita) del método del gradiente en el caso
cuadratico definido positivo:

de donde A\, = —

2
Tk1 = Tk — Mgk-
ggng
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Este método es convergente a un punto estacionario de f, bajo hipotesis bastante generales.
Demostraremos esta convergencia solamente en el caso de funciones cuadraticas definidas
positivas, como la del ejemplo anterior.

Para esto, definamos una funcién auxiliar que mide el error de una estimacién, es decir,
la distancia entre un punto dado y el punto estacionario,

1 1
e(z) = §($ — ) Qz —2") = §||1’ —z*||3,

donde x* es solucién éptima del problema cuadratico irrestricto, es decir, z* = —Q " c.

Notar que este es esencialmente el cuadrado del error de x con respecto a z*, usando la
norma inducida por la matriz ). Observemos ademas que las funciones f y e difieren sola-
mente en una constante, puesto que

() = f(z) + 22" Qu",

2
lo que significa que minimizar f es equivalente a minimizar €, cuyo valor minimo es obvia-
mente cero, dado que () es definida positiva.

(91 gr)*

Lema 7.1.1 €(x41) = |1 — (T090) (T Cg8) €(zk)

Demostracién. De la definicion de € se tiene que

1
€($k+1) = §($k+1 - l’*)TQ(wkH - x*) = 5(% — A\eGr — x*)TQ(xk — AkGr — fk)

1
Notando que Q(zy — z*) = g, v que €(xy) = §g£Q’1gk se tiene

1
e(Tpy1) = 3 [(xk — )7 Q(xr — %) + N2 grQar — 22 (25 — a:*)Tng]
)\2
= e(zp) + Ekg,{ng — AeGE gr
_ 6(1’ ) . (gl{gk)2
293 Qo

(94 9r)*
(91 Qar) (9 Qg
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lo que termina la prueba. u

Este lema permite dar una tasa de convergencia del método del gradiente, en el caso de
funciones cuadraticas definidas positivas. Para esto, es necesario recordar una propiedad
de las matrices definidas positivas, conocida como desigualdad de Kantorovich: sea () una
matriz definida positiva y sean \,, y Aj; sus valores propios mas pequeno y mas grande
respectivamente. Entonces se cumple:

(uTu)? - AN A
(WTQu)(u"Q u) — (A, + Anr)?

Aplicando esta desigualdad al lema precedente (bajo el supuesto evidente que gx # 0),
tenemos que

Yu e IR", u#0

AN A\
€(@pp1) < {1 — m} e(zy),
es decir,
At — ]’
6(33’143_’_1) S [h} €($k)

Av — Am

m} S [0, 1[, entonces

Si denotamos p = [

e(zri1) < pe(xn),

o bien
[2p1 — 27| < pllar — 27|

lo que implica que €(xy) — 0, si k — oo. Es decir, z;, — z*, si k — o0.

Se puede ver que si la matriz () es diagonal, entonces los dos valores propios extremos
coinciden y se tiene que €(z1) = 0, cualquiera que sea xy € IR", lo que significa que el méto-
do converge en una iteracion. Si no, la velocidad de convergencia depende la diferencia entre
A Y Am, es decir, de la excentricidad de la forma cuadratica. Esto muestra que el método
del gradiente converge linealmente en este caso (cuadratico definido positivo), segin la
definiciéon que damos a continuacion.

Definicién 7.1.1 Si {x} es una sucesidn convergente a T, entonces
» {z1} converge linealmente si existen p €]0,1[ y ko tales que

st — 2l < pllae — 2, Yk > ko.
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» {21} converge superlinealmente si existen {8} C IRy con B — 0 si k — 00, y ko
tales que
21 = 2l < Bi llww — 2], VE = ko.

» {1} converge cuadrdticamente si existen € IR, y ko tales que

lpsr =2l < Bllaw —2|°, Yk 2 k.

Proposicién 7.1.1 Convergencia cuadratica => convergencia superlineal = convergencia
lineal.

7.1.3. Método de Newton

La idea del método de Newton es relativamente simple: se aproxima localmente la funcién
a minimizar mediante una funcién cuadratica y luego se determina el minimo de esta apro-
ximacion. Dicho punto es una aproximacion del minimo de f, construyendo asi un método
iterativo. Sea entonces f : IR" — IR, de clase C? y ¢ la aproximacién cuadratica, en un
entorno de xy,

q(x) = f(zr) + gi (x — 2) + 5(z — 2)" Hy(z — 1)

02 f
8%89@

donde g, = Vf(zy) y Hy = H(xy) = (
L.

) (x) es la matriz hessiana de f evaluada en

Una condicién necesaria de minimo de g es que Vg(x) = 0, es decir,
es decir,
x =, — Hy g

siempre que H, I exista. Bajo el supuesto que g aproxima bien a f, se puede asumir que
x aproxima bien al minimo de f (lo cual podria estar lejos de la realidad). Esto sugiere el
método (de Newton):

—1
Tpp1 = T — H " gp.

—a?
Ejemplo 7.1.1 Veamos el caso simple (P) min f(z), con f(z) = —62 (campana de
Gauss invertida). La formula de Newton aplicada a este caso es
_ 273
w1 = xp — [ (we) T (2n) = —1_—2]}2-
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Entonces, se observa que si |xo| < 1/2, se tiene que {xy} converge a cero, que es la solucion
del problema (P).

Si se parte de un punto tal que |zo| = 1/2, entonces xr1 = —xg, T3 = —x1, T3 = —Ta Y
asi sucesivamente, es decir, la sucesion oscila sin converger.

Si se parte de un punto tal que xo > 1/2 o bien xy < —1/2, entonces la sucesion diver-
ge a +00 o0 bien —oo, sequn el caso.

Se ha detectado asi una region de convergencia del método, dada por la bola abierta B(0, %)

67(124’?/2)
Se sugiere, como ejercicio, analizar similarmente el caso (en dos variables) f(z,y) = —

y describir la regién de convergencia. Damos a continuacion, sin demostracion, el teorema
de convergencia (local) del algoritmo de Newton.

Teorema 7.1.1 Sean f € C* yz* € IR", tales que V f(x*) = 0 y H(z*) es definida positiva.
Entonces eziste v > 0, tal que si xo € B(z*,r), el algoritmo

Tpi1 = — Hy'gr, k>0

converge a T*.

Velocidad de convergencia del método de Newton

Bajo las hipdtesis del teorema precedente, podemos escribir

Tpp1 —2* = xp—2" — Hy'gy
= Hy' [Hy(z, —2%) = (95 — 9°)] (7.2)

donde ¢g* = Vf(z*) = 0.
Observacion 7.1.2 En lo que sigue usaremos la definicion de norma de una matriz:

IA[l = sup {]|Av]|}

[[ol=1

la que, en particular, satisface la desigualdad || Az|| < ||A]|||lx|-
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Como f € C?, existen u > 0y r > 0 tales que
|H(x)"Y| < p, Vo€ B(a*,r)

luego, existe kg tal que para k > kg, y usando (7.2) se cumple

lwny — 2| = |1 H " [Hy (o, — 2%) = (g5 — g7)] ]
< pll [Hi(ze —27) = (95 — g7 ||
= Vo) = V(") = H(xg) (xy — 27| (7.3)

Usando el teorema del valor medio, tenemos que
1
Vf(xy) =Vf(z")+ H(xg)(z, — x¥) +/ [H(z" + May —2%)) — H(x")] (g, — 2¥)dA
0
de donde

IV (k) = V(") = H () (e — 27|

IA

1
ek — 7] / [H (2% + Max — 7)) — H(z7)[|dA
0
<l — 27| sup {|[H (2" + Aax —27)) — H(z")|[}
0<A<1

= Opllar — 27 (7.4)

siendo 6, = sup {||H (2" + A(zx — 2")) — H(x")||} > 0 finito, pues H es continua, dado que
0<A<1

fecC?
De (7.3), se obtiene entonces

2541 — @[] < pbl|z — 27

Como evidentemente pfy — 07, si & — oo, entonces la convergencia de {zy} a z* es
superlineal.

Esta convergencia puede ser cuadratica, en el caso que la matriz hessiana H es de Lips-
chitz, es decir, existe L tal que

[1H(u) = H(v)|| < Lllu—vl, Yu,ve R"
En ese caso,

[H (2" + Mag — 27)) = H(@")|| < Ll|A(zp — 27)|
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y la desigualdad (7.4) puede ser recalculada:

IV (k) = V(") = Hze)(ep —2)| <l — 27| /O [H (2" + My — 27)) — H(2")|dA

1
L L
0

L * 12
= Sl — |

Aplicando a (7.3),
o L .
|zp1 — 2" < 7”351: —z*|)%,

lo cual muestra que el método de Newton tiene, en este caso, convergencia cuadratica.

Algoritmo de Newton, para funciones de clase C?

0] Seae >0,k=0,29 € IR"

1] Elegir dy mediante Hydy = —gi, donde Hy, = H(zx) v g = V f(xy).
2| Hacer xpi1 = xp + di

3

e S

[
[
[
[3] Si ||gk+1]| < e, parar. Si no, hacer k < k + 1y volver a [1]

Debemos notar que este algoritmo puede no converger, dependiendo del punto de partida, tal
como se ha visto en el ejemplo antes mostrado. Una forma de evitar o al menos aminorar este
problema del método es usar la direccién dj, como direccién de busqueda lineal y minimizar en

cada iteracion sobre la variedad lineal determinada por esa direccién. Esto permite modificar
el método como se indica a continuacion.

Método de Newton con paso

Como vimos antes, si H}, es definida positiva entonces d = —H,_ ! gi es direccion de descen-
so. Una modificacién que ayuda a acelerar la convergencia es incorporar un paso en cada
iteracién. Esto es, reemplazar la etapa [2] por

[2] Hacer 1 = xp +txdg, donde ¢ resuelve el problema de minimizacién unidimensio-

nal:
min f(xp +tdg), t >0

Al usar esta estrategia, aparece la necesidad de minimizar la funcién (de una variable)
o(t) = f(zg + tdyg), para t > 0. Este subproblema es analizado en lo que sigue.
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7.1.4. Meétodo de paso (minimizacién unidimensional)

En general, en este tipo de métodos se debe realizar una minimizacién unidimensional en
cada iteracién. Es decir, tal como se dijo antes, resolver el problema

(L) minp(X)
A € [0, 00]

en que () = f(xr+ Ady). En ciertos casos, dependiendo de las propiedades de la funcién f,
puede ser posible encontrar el minimo unidimensional resolviendo directamente la ecuacion
¢'(a) = 0, es decir la ecuacién V f (xy, +ady,)"dj, = 0, pero lo més frecuente es verse obligado
a aproximar el minimo numéricamente mediante algiin procedimiento como el denominado
"método de dicotomia”, que exponemos a continuacién.

Sunpongamos que se sabe que el minimo de ¢ estd en algtin intervalo [0, \x]. Esto puede
ocurrir en casos en que se sabe que la funcién es unimodal, es decir, que posee un solo valor
Ar que resuelve (L). Una funcién unimodal es lo que se conoce como funcién estrictamente
casi-convexa, definida a continuacién.

Definicién 7.1.2 Sea f: S — IR, donde S es convexo. Entonces

= Una funcion f se dice casi-convexa si, para todo x,xs9 € S,

fz1 4+ (1= Nwa) <méx{f(z1), f(22)}, VA€ [0,1]

s Una funcion f se dice estrictamente casi-convexa si, para todo x1,xy € S, T1 # To,

FAzy 4+ (1 = Nag) < méx{f(z1), f(x2)}, VA €]0,1]
Observacion 7.1.3 Notemos que:

» 51 la funcion fes casi convexa, entonces el conjunto de valores que minimiza f es un
conjunto convezo.

= Fs claro que si [ es casi-convexa entonces ¢ también lo es. Mas en general, ¢ hereda
todas las propiedades de f.

» Sidy es una direccion de descenso, entonces es claro que ¢'(0) < 0. En efecto, se puede
advertir que en el caso diferenciable: @' (\) = V f(zy + Ady)Tdy. Entonces, evaluando
en el cero, ¢'(0) = V f(xp)Tdy = f'(zp; dp) < 0.
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Teorema 7.1.2 Sea ¢ : IR — IR una funcion estrictamente casi-convezxa, que tiene un
minimo global en el intervalo [a,b], entonces para oy, as € [a,b] tales que a; < oy se tiene:

1) plan) > plaz) = pla) > plaz), a € la, o]

it) p(ar) < p(a2) = p(a) > p(ar), o €las, ]
Demostracion. Se deja propuesto como ejercicio. [ |

Este teorema permite afirmar lo siguiente:

a) o(a1) > ¢(ay), entonces el nuevo intervalo de confianza para el minimo es [aq, b)].

b) ¢(a1) < p(as), entonces el nuevo intervalo de confianza para el minimo es [a, as).

Usando estas propiedades se puede proponer el método de busqueda unidimensional que
describimos a continuacion.

Método de dicotomia

Consideremos de nuevo el problema,

(L) minp(t)
t € [a,b]

donde ¢ es unimodal.
[0] Sean € > 0, p > 0 (precisién), j = 1, [ay, b;] intervalo inicial (por ejemplo, puede ser
ay = a, b1 = b)

[1] Si b; — a; < p, detenerse y estimar la solucién de (L) mediante ¢, = (a; + b;)/2. El
error maximo de esa aproximacion es p/2.

Si b; —a; > p, sean

.OélzajT_}_J—&"
.(IQZGUT_‘_]+€
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2] Sip(on) > (o) hacer ajy1=a1 y by =10

Sip(ar) < p(az) hacer ajp1=a; y by =y

3] j + j+ 1y volver a [1]

Observacién 7.1.4 Como ejercicio, probar que este método requiere que 2 < p y también
probar que este procedimiento de determinacion de paso produce una secuencia anidada de
intervalos cerrados, tal que

1 1
bjt1 = @1 = o5 (b1 — ar) + 2e(1 = o5),

que converge a un intervalo de ancho 2e, el cual contiene un punto que es solucion de (L).

Este procedimiento de minimizacién unidimensional es muy rapido, pero esta limitado a ca-
sos en que la funcion es unimodal. En general, la minimizacion de funciones de una variable es
un problema no trivial, especialmente si no se conoce alguna propiedad general de la funcién.

Siguiendo con el caso unimodal, resta por saber cémo determinar un intervalo inicial [a, b]
para partir este método, en el caso de la funcién ¢(t) = f(xy + tdy). Sobre la base que dj, es
direccién de descenso se tiene que ¢'(0) < 0 (en efecto, ¢'(t) = V f(xy + tdy)Tdy) y si existe
un punto que minimiza ¢ en [0, 0o[, se puede aplicar el procedimiento simple siguiente:

[0] Sea h > 0, en general relativamente pequeno.
Si p(0) < @(h) elegir [a,b] = [0, h].
Si no, ir a [1].

[1] Buscar p, entero positivo, tal que
©(0) = p(h) = -+ = (p —1)h) = ¢(ph)

y
p(ph) < @((p +1)h),
entonces elegir

[a’v b] = [(p - 1)h7 (p + 1)h]

7.2. Optimizaciéon con restricciones

En esta seccién expondremos de manera general y aplicable, tres métodos de optimizacion con
restricciones y sus posibles extensiones. Se trata de los métodos del gradiente proyectado,
de direcciones admisibles y de penalizacion.
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7.2.1. Meétodo del gradiente proyectado

Este método es una generalizacién del método del gradiente, al caso de un problema de
funcion objetivo no lineal y restricciones lineales. Una extension al caso de restricciones no
lineales puede también ser propuesta, pero esta fuera del alcance de este texto. La idea es
la siguiente: a partir de un punto factible, es decir que satisface las restricciones que definen
el poliedro factible, se propone la direcciéon del método del gradiente (la misma usada en el
método correspondiente al caso sin restricciones). Si esta direccién es admisible entonces se
determina un paso sobre ella, tal como en el método irrestricto. Si no, entonces se procede a
proyectar esta direccién sobre la cara "mas cercana’del poliedro y se elige esa nueva direcc-
cion como direccién de busqueda unidimensional. Este método es también conocido como
método de Rosen y data de comienzos de la década de 1960.

Antes de describir formalmente este algortitmo, es necesario recordar algunos conceptos
de algebra lineal.

Definicién 7.2.1 Una matriz P € M,,«, se dice matriz de proyeccion si ella es simétrica
e idempotente (es decir, satisface P = PT y P = P?).

Algunas propiedades

Sea P una proyeccién. Entonces

P es semidefinida positiva.

Si P es invertible, entonces P = I (esto significa que en general las proyecciones son
no invertibles, a menos que se trate de la identidad).

[-P es una proyeccion.

El conjunto L = {Px /x € IR"} es ortogonal a L+ = {(I — P)z /x € IR"} y
R"=L® L+

Consideremos entonces el problema

(P) min f(x)
Ax <b
EFxr=ce¢

donde A € M« v E € Mx,. Este es un problema de optimizacién no lineal, pero el
dominio o conjunto factible es un poliedro P.
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Si 7 es un punto factible de P, entonces definamos la descomposicion de la matriz A de
la manera siguiente (eventualmente reordenando filas):

A= {ﬁl} tal que A% = by, AT < by,
2

b, | €8 la correspondiente descomposicion del lado derecho de la inecuacion. Se
2

observa que esta descomposicién permite identificar cudles son las restricciones activas y las
no activas.

donde b = (bl

La idea es entonces proyectar la direccién del método del gradiente sobre la cara "més

: . . : . A
cercana’del poliedro, definida por las restricciones activas. Sea entonces la matriz M = [ El } :

La proyeccién de —V f(z) sobre el nicleo de M es d = —PV f(Z), donde
P=1—-M"(MM")"'M

Es un buen ejercicio demostrar que la proyeccién sobre el nicleo de M estd dada por la
matriz P, en el caso que el rango-filas de M es completo, es decir sus filas son linealmente
independientes.

Observacién 7.2.1 Notar que una direccion es admisible para el sistema de inecuaciones
Ax < b, Ex = e, si y solo si satisface A1d < 0 y Ed = 0. Para las restricciones inactivas
en un punto dado T, representadas por la matriz As, cualquier direccion a partir de T es
admisible, dado que AsT < bs.

Lema 7.2.1 La direccion definida por d = —PN f(Z) es de descenso, en el sentido que
V(@)Td <0, y es admisible, en el sentido que A1d <0 y Ed = 0.

Demostracion. La direccién definida cumple:

Vi@T'd = —Vf(@)"PVf((z)
= —Vf(@"P"PVf((2)
= |PVf(@)|*<0
Por otro lado, se tiene que M P = 0 (demostrarlo) y entonces se cumple que: Md =
—MPVf(z) =0, de donde A;d =0y Ed = 0. |
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El siguiente teorema justifica que proyectar la direccién del método del gradiente es una
buena eleccion en el caso de restricciones lineales, en el sentido que eso permite deducir una
direccion admisible y de descenso, asi como inducir un criterio de detencién.

Teorema 7.2.1 Consideremos el problema

(P) min f(x)
Az <b
Er=e

y sea T un punto factible. Sea la descomposicion

A= |:A1:| tal que Ali’ = bl, Agff < bg.
Ap

Si la matriz M = [121] tiene rango-filas completo y P =1 — MT(MMT)=1M, sea

w=—(MM")'MVf(z) = (g) .
Se cumple que:

» Sid=—PVf(z)=0yu>0, entonces T es un punto de Karush-Kuhn-Tucker.

» Sid=—-PVf(z)=0yu 3_4 0, entonces sea u; una componente estrictamente negativa

del subvector u vy redefinamos la matriz M = en que A, resulta de eliminar la

1
|
fila j de A;. Redefiniendo P =1 — MT(MM")™*M se tiene que d = —PV f(Z) es una
direccion admisible y de descenso.

Demostracion. En el caso u > 0, si d = 0 entonces

0 = —PVf(2)
= V(@) - M"(MM")"'MV f(z)
= Vf(z)+Mw
= Vi@ + (AL E"] (1)
(z)

= Vf(z)+ ATu+ ETv,
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y es claro que esta es la condiciéon de Karush-Kuhn-Tucker.

Veamos ahora el caso v # 0. Elijamos una coordenada u; < 0y definamos d = —PVf(z),
suponiendo que es igual a cero. Entonces, como antes, se puede escribir

0=V§£@)+ Mw,
donde w = —(MMT)~1V f(Z). También, por hipStesis, tenemos que
0=Vf(z)+ Mw,

luego
M's = MTw
= Alu+4 ETv
= ATa+E"v + ujajr
siendo a; la fila j de Ay y u = | u;

i#]

Asi, tenemos que M"w = MW + u;a] , donde w = (

S

>. De alli, obtenemos que

M"(w — ) — uja; =0
El lado izquierdo de esta expresién es una combinacion lineal de las filas de M, en que al
menos un ponderador es no nulo, puesto que u; < 0.

Esto contradice que M tenga rango-filas completo, por lo tanto d = —PVf(z) # 0y,
por el lema anterior, d es direccion de descenso.

Veremos ahora que d es direccién admisible, es decir que se cumple A1d < 0y Ed = 0
Eventualmente reordenando filas, se tiene que

Ayd
- A 5 (Ad 5
wi- 8- (89)- 3

Ed
Ad g - _ - = .
Pero, es claro que rd) = Md=—-MPV f(z) =0, puesto que M P = 0. Entonces se tiene
que
— 07
Md = ajd
0
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y, en particular, A;d = 0, Ed = 0. Luego, para probar que A;d < 0, basta probar a;d < 0.
Para eso, retomemos
0 = PVf(x)
= V(@) +Mw
V(@) + Mo+ uja;
= a;PVf(Z) + a;PM"0 + uja;Pa;  (multiplicamos por a;P)
a; PV f(z) + ujajpa? (notamos que MP = 0)

= a]d—i-ujajpaj

Dado que u; < 0 y ajpajr > 0, entonces tenemos ajJ < 0, que es lo que queriamos
demostrar. n

Esquema del método del gradiente proyectado (Rosen)

(0) Sean k =0, zp € IR" tal que Axg < b, FEzq=e.

(1) Sea la descomposicién A = {ﬁl] , b= (21> tal que Ajxy = by, Aoy < by y definamos
2 2
_ |4
M= { E] |
(2) Sean P = I — MT(MMT)"'M, dy = —PV f(x;)
(si M es vacia, se usa P =)
Sid, =0y P =1, entonces parar (la solucién en curso satisface KKT)
Sid, =0y P # I, entonces ir a (3)
Sidg #0,ir a (4)
(3) Definir w = —(MM7T)"*MV f(x},) = <Z)

Si u > 0, parar, pues la soluciéon en curso satisface KKT.

Siu # 0, sea u; < 0 (cualquiera) y redefinir M, eliminando la fila j. Ir a (2).

(4) Determinar el paso, resolviendo el problema de minimizacién unidimensional

min f(zy + Adg)
A€ [O, )\k]
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donde )\, = sup{\ /zy + Ady € P}.
Sea \j la solucion de este subproblema. Hacer:

Tpe1 = Tk + Medy,, k< k+1 eira(1).

Observacién 7.2.2 El valor de \; puede ser calculado en forma explicita en el caso de
restricciones lineales. En primer lugar notemos que dado que FExyp = e y que la direccion
satisface Edy = 0, entonces E(xy + \dy) = e, cualquiera que sea . Por lo tanto, solamente
se debe determinar N\, > 0 que garantice A(xy, + Ady) < b, para todo X € [0, \g].

Entonces, imponemos AAdy, < b— Axy, para todo A € [0, A\, lo cual se escribe por coordenada
de la manera siquiente:

)\(zéldk)Z S (b— Alllk)l 1= 1,. ..o,m, A E [O,j\k]

Dado que el lado derecho es positivo, para los valores de i tales que (Ady); < 0, la desigualdad
anterior es trivialmente satisfecha. Esto significa que

A = min {% / (Ady); > o} .

Como Aidy, = 0, entonces se puede escribir en forma mds simple

(b2 - Aﬂk)z‘
(Agdy);

Notar que este es esencialmente el criterio de salida de la base en el método Simplex. De
hecho, si no existe (Asdy); > 0, entonces se considera Ay = +00.

A\ = min { / (Aady); > o} .

Observacion 7.2.3 Euxisten extensiones de este método al caso de restricciones no lineales,
pero estan fuera del marco de este curso. Ellas estdn basadas esencialmente en la aprorima-
cton local de primer orden de las restricciones activas en cada punto xy.

7.2.2. Meétodo de direcciones admisibles
Esta es una familia de métodos, basados en la idea general de iterar desde un punto factible
a otro siguiendo una direccién admisible y de descenso, y aplicando una busqueda unidimen-

sional sobre la variedad lineal definida por la direccion. De hecho, el método del gradiente
proyectado puede ser considerado dentro de esta familia, con la particularidad que en ese
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caso el trazo lineal de buisqueda estd contenido en una cara del poliedro.

Consideremos de nuevo el problema

(P) min f()
Ax <b
Er=e

y un punto factible Z. Usando la misma notacién de la seccién anterior, recordemos que d es
una direccién admisible si cumple Ajd < 0y Ed = 0. Ademas, es de descenso si V f(z)Td < 0.

Una forma de determinar una direccién de busqueda a partir de T es resolver el proble-
ma
min V f(z)7d
Ad <0
Ed=0

que puede ser un problema no acotado, si Vf(z) # 0. Por esta razén se impone una cota
a la direccion, dado que la norma de la solucion no es relevante en el proceso de busqueda
unidimensional. Entonces, la direccién se determina mediante

(D) minVf(z)"d

Ald <0

Ed=0
1<d;<1 j=1,...,n

Observacion 7.2.4 Notar que (D) es un problema de programacion lineal cuyo poliedro

factible es acotado, lo cual implica que tiene solucion finita. Ademds, dado que d = 0 es
factible, la solucién d de (D) satisface V f(z)Td < 0.

Veamos qué ocurre si el 6ptimo d de este problema es tal que Vf(Z)'d = 0. Entonces es
claro que no existe d tal que

Vf(z)'d<0
A1d <0

Ed=0
—1<d;<1 j=1,....n

lo cual dice que no existe d tal que

Vf(z)Td<0
Ad <0
Ed=0
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(si existiese, bastaria normalizar la solucién), es decir, no existe d tal que

~Vf(@)Td >0
Ay
E [d<O0
—-F

y, por el teorema de Farkas, existen u, v/, v” > 0 tales que
u

(a7, B7, g | o | = —vi@).

U//

Haciendo v = v' — v” se obtiene
V@) +ATu+E"v=0, u>0
que corresponde a la ecuacién de Karush-Kuhn-Tucker del problema (P).

Inversamente, supongamos ahora que = es un punto de Karush-Kuhn-Tucker, es decir, existen
u > 0y v, tales que
V(@) +Alu+ ETv =0.

Entonces, usando el mismo razonamiento anterior, el sistema

Vf(z)rd<0
Ad <0
Ed=0
no tiene solucién, lo que significa que el 6ptimo de (D) satisface V. f(z)Td = 0.

Hemos demostrado el teorema siguiente.

Teorema 7.2.2 Sea T un punto factible de (P). Consideremos problema (D), que permite
encontrar una direccion admisible de descenso para el problema (P). Entonces, T es punto
de Karush-Kuhn-Tucker si y solamente si el dptimo d de (D) satisface V f(z)Td = 0.

Esquema del método de direcciones admisibles (Zoutendijk)

(0) Sean e >0, k=0, xy € IR" tal que Axg < b, Exy=e.
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(1) Sea la descomposicién A = Lﬁj , b= (Z;) tal que Az, = by, Aoz < bs.

(2) Resolver el problema lineal

(Dr) minVf(x)"d
Ad <0
Ed=0
—1<d;<1 j=1,....n
y sea dj solucién de (Dy).
Si ||V f(zr)Tdi|| < &, entonces parar.
Si no, ir a (3).

(3) Determinar el paso, resolviendo el problema de minimizacién unidimensional

min f(zy + Ady)
A€ [O, )\k]

I . (bQ —AQIEk)z'
donde A\, = mm{ i), [ (Asdy); > 0.

Sea A la solucién de este subproblema. Hacer:

Tpe1 = Tk + Medy, k<< k+1 eira(1).

Observacién 7.2.5 Notar que el valor de \, podria ser iqual a +oo, en el caso en que
Ady, < 0. En esa situacion, podria detectarse no acotamiento de (P), si es que f(x) + Ady)
es mondtona decreciente con A > 0.

7.2.3. Meétodo de penalizacion

En esta seccién trabajaremos con el problema de optimizacién con restricciones de igualdad
(similar teoria puede hacerse si hay desigualdades). Consideremos entonces el problema

(P) min f(x)
hj(x)=0 j=1,...,1
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La idea del método de penalizaciéon es resolver una secuencia de problemas de optimizacién
irrestricta, aproximando asi de manera sucesiva, la solucién del problema (P). Sea entonces
el problema

(P,) min f(z)+p Z h;(z)?

donde p > 0 es una constante arbitraria. De un punto de vista intuitivo, si p es un valor re-
lativamente grande, entonces la solucién 6ptima de (P,) tendera a satisfacer las restricciones
de (P). Se puede entonces interpretar el factor ;1 como un ”pago o castigo” por insatisfaccion
de las restricciones.

Pero, cuando la constante g es muy grande, pueden aparecer problemas de estabilidad
numeérica en la resoucién del problema (P,). Por esta razén se usa generar una sucesién
creciente {yy}, de manera de ir aproximando la solucién de (P) iterativamente y usando
la solucién de un problema aproximado (F,, ) como punto de partida para la resolucién del
problema (P, ).

Veamos esto a través de un ejemplo:

(P) mina?+ z3 + 23
X1+ Ty +x3 = 1
1 — Xy = 0
El problema penalizado es

(Py,) mina} + 25 + 3 + e [(21 + 22 + 25 — 1)° + (21 — 22)?]

donde usamos la secuencia p;, = 10¥, para k = 0, 1,2, . ... Entonces, resolviendo este problema
para diferentes valores de k, se encuentra la secuencia siguiente:

111

o= 1 = (r1,29,23) = (17 T Z_L)
10 10 10

pr = 10 = (21, 29,23) = (ﬁ’ 3—175)
100 100 100

Mo = 100 = (1‘1,1'2,&73) = (

301" 301" 301

).

El caso anterior corresponde a lo que se denomina penalizacién cuadratica, pero la nocién
de funcion de penalizacién es mas general.

En el limite, la secuencia tiende al éptimo de (P), que es (z1, 2, x3) = (%, %,

Wl
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Definicién 7.2.2 Una funcion continua v : IR — IR, se dice funcion de penalizacion
si satisface la propiedad:

y=0 = Y(y) =0
y#0 = (y) >0

Bajo ciertas hipotesis generales de regularidad, se puede demostrar la convergencia del méto-
do de penalizacién, en el sentido del teorema siguiente.

Teorema 7.2.3 Consideremos el problema

(P) min f(x)
hi(x)=0 j=1,...,1

y supongamos que es un problema factible.

!
Sea ademds a(zr) = Zw(hj(x)) y supongamos que, cualquiera que sea la sucesion real
7=1

{1} divergente a +o0, el problema irrestricto

(Py) min f(z) + pro(z)
x e R"

tiene solucion xy y la sucesion {xy} es acotada.
Entonces

v o) — 0, sipy —> 400.

» Cualquier punto de adherencia de {xy} (y existe al menos uno), es solucion de (P).

Esquema del método de penalizacién

(0) Sean k=0, zo€ IR", py>0, ¢>0, B> 1

(1) Resolver
(Pe) min f(z) + pralz)
xr € IR"

usando x; como punto de partida. Sea xj,1 solucién de (Py).

(2) Si ppo(zpi1) < e, parar.
Si pra(xgs1) > €, hacer ppiq = Pug, k<+—k+1 eira (1).
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Capitulo 8

Problemas propuestos

8.1.

1.

Formulacion y modelamiento de problemas

Usted es duenio de una empresa que vende camiones a empresas mineras. Un estudio
de factibilidad técnica le ha indicado que existen n lugares posibles donde podria
construir una planta de ensamblaje de camiones. Sea I el conjunto de lugares donde
su empresa puede construir las plantas (la cardinalidad es |I| = n). Suponga que el
precio de construir la planta en el lugar ¢ € I es ¢;. Ademads, usted tiene un contrato
ya firmado con m empresas en el cual usted se compromete a venderles d; camiones a
cada empresa j € J, con J el conjunto de los clientes (de cardinalidad |J| = m). Para
cada planta 7 y cada cliente j el precio de ensamblar cada camion y enviarlos de ¢ a
J es p;j. Finalmente, considere que por problemas de plazos, cada planta 7 no puede
ensamblar mas de k; camiones. Formule un problema de programacion lineal entero
que minimice los costos totales.

Un productor de electricidad debe planificar su produccion horaria de energia para
maximizar sus beneficios por venta de la misma en un horizonte de 2 horas. Formule
y resuelva el problema que consiste en maximizar los beneficios del productor si:

= Se producen 5 unidades de energia antes del periodo de planificacién.

= Los precios horarios de la energia de la primera y segunda hora son 6 y 2 unidades
monetarias respectivamente por cada una unidad de energa.

= La energia minima que se puede producir en cada hora es 0 y la maxima 10
unidades.

= Las producciones de energia en dos horas consecutivas no pueden diferir més de
4 unidades.
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= Kl coste de produccién es 3 unidades monetarias por unidad de energia.

3. Un inversionista debe decidir entre 6 proyectos de infraestructura a realizar, (P1) a

(P6). Las rentabilidades esperadas (R;) e inversiones necesarias (I;) son (en millones
de ddlares):

Proyecto R, I
P1: Extensién Costanera 1,5 1,1
P2: Plazas de Peaje 3,0 25
P3: Pavimentacién en Ruta 5 53 4,5
P4: Extension de la Ruta 5 3,3 3,1
P5: Pasos Peatonales en Costanera 2,5 1,8
P6: Casetas de Emergencia 0,5 0,3

Las condiciones requeridas son las siguientes:

Inclusién: La Extensién de la Costanera (P1) y la construccién de las Plazas de
Peaje (P2) son incluyentes (si realiza uno de ellos, debe también realizar el otro).
Requisito: La Extensién de la Ruta 5 (P4) es requisito para la Pavimentacién en Ruta
5 (P3), pero no al revés, es decir, puede realizar P4 sin realizar P3.

Exclusién: Por razones de probidad, el inversionista solamente podria realizar uno (a
lo més) de los proyectos P5 y PG6.

Recursos: El inversionista dispone de 10 millones de délares para invertir.

Numero de proyectos: El inversionista no puede realizar mas de 4 proyectos.

Usando variables binarias (z; = 1 si el proyecto i se realiza, y x; = 0 si no), escri-
ba el modelo matematico que describe este problema, es decir, la funcién-objetivo que
representa el interés del inversionista y el conjunto de restricciones.

4. Como variante del problema anterior, suponga que el Ministerio de Obras Prtblicas
debe asignar los 6 proyectos a dos empresas constructoras (las cuales se repartiran las
6 obras). Los costos para el Ministerio, de acuerdo a las cotizaciones entregadas por
las empresas, son (en millones de délares):

Proyecto Empresa A Empresa B
P1: Extensién Costanera 1,5 1,1
P2: Plazas de Peaje 3,0 2,5
P3: Pavimentacién en Ruta 5 4.5 9,3
P4: Extension de la Ruta 5 3,3 3,1
P5: Pasos Peatonales en Costanera 2,5 2,8
P6: Casetas de Emergencia 0,5 0,3
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Las condiciones requeridas son las siguientes:

Inclusién: La Extensiéon de la Costanera (P1) y la construccion de las Plazas de
Peaje (P2) son incluyentes (si una empresa realiza uno de ellos, debe también realizar
el otro).

Requisito: Para la Empresa A, la Extensién de la Ruta 5 (P4) es requisito para la
Pavimentacién en Ruta 5 (P3), pero no al revés, es decir, la puede realizar P4 sin
realizar P3.

Exclusion: Por razones de probidad, cualquiera de las dos empresas solamente podria
realizar uno (a lo méas) de los proyectos P5 y P6.

Recursos: La Empresa B puede asignarse proyectos por a lo mas 10 millones de ddla-
res en total.

Escriba un modelo matemédtico para este problema, es decir, la funciéon objetivo que
representa el interés econémico del Ministerio y el conjunto de restricciones. Explique
claramente la definicién de sus variables y restricciones.

. Considere una fabrica con tres tipos de maquinas: A, B y C, que pueden producir
cuatro productos: 1, 2, 3 y 4. Cada producto debe pasar por alguna operacion en cada
uno de los tres tipos de maquina. Suponga que la produccién es continua (es decir,
se puede producir una cantidad no necesariamente entera de productos) y que cada
producto debe pasar primero por una maquina A, luego por una B y finalmente por
una C. Suponga ademas que el tiempo requerido para ajustar las maquinas al cambiar
de producto es despreciable.

La tabla siguiente muestra las horas requeridas en cada tipo de maquina por unidad
de cada producto, el tiempo total disponible por semana por maquina y la ganancia
por la venta de una unidad de cada producto.

Tipo Tiempo Total
de Producto | Producto | Producto | Producto disponible
Maquina 1 2 3 4 por semana
A 1,5 1 2,4 1 2000
B 1 5 1 3,5 8000
C 1,5 3 3,5 1 5000
Ganancia
por unidad 5,24 7,30 8,34 4,18

Se desea determinar la produccion semanal de cada producto que maximiza las ganan-
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cias. Plantee el problema como un problema de programacion lineal.

6. La empresa OPTI-TV posee dos plantas de fabricacion para TVs de alta definicién
(TVAD) en Seoul y en Busan, posee también dos fuentes de componentes en Ansan y
Guni y tres mercados principales en el mundo: Nueva York, Tokio y Londres. Un set
completo de componentes se necesita para producir una unidad de producto TVAD.
Los costos de transporte desde las fuentes a las fabricas y desde las fabricas a los mer-
cados, estan dados por las siguientes tablas:

(%) | Seoul | Busan ($) | NY | Tokio | Londres
Ansan 10 15 Seoul | 40 10 20
Gumi 20 15 Busan | 30 20 30

Supongamos que hay 10.000 sets completos de componentes disponibles en Asan y
15.000 en Guni. Se asumira que las fabricas poseen capacidad ilimitada de fabricacion.

a) Los centros de Nueva York, Tokio y Londres tienen demandas de 8.000, 14.000
y 3.000 TVAD, respectivamente. Formule el problema de encontrar la manera
6ptima de manejar el proceso de transporte (planta-fibrica-mercado) de manera
de minimizar el costo de transporte.

b) Asuma ahora que cada mercado requiere al menos 2.000 TVADs OPTI-TV y
que cada unidad se vende a un precio de $120, $90, $110 en Nueva York, Tokio
y Londres, respectivamente (note que ya no son las demandas de la parte a)).
Formule el problema de maximizar el beneficio neto.

7. La empresa minera ABFR Asoc. tiene 2 plantas de produccién de cobre cuyos stocks,
al dia de hoy, son a; = 90.000, as =70.000 toneladas de mineral. Por contratos ya fir-
mados, la empresa debe satisfacer las demandas de 3 clientes: b; =55.000, by =75.000,
bs =50.000. Suponga que los costos ¢;; (unitarios, por tonelada) entre plantas y clientes
estan dados por:

w-[21¢]

Considere finalmente que, por cada tonelada no provista (demanda insatisfecha), la
empresa debe pagar una penalizacion p; = 3, py = 2, p3 = 1 al cliente correspondiente.
Formule un problema de optimizacién que represente esta situacion.

Indicacién: defina las variables z;;, toneladas que la planta ¢ entrega al cliente j.

8. Escriba un modelo para el problema descrito a continuacion.
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La National Free Transportation Agency (NAFTA), debe decidir un programa de for-
macion y contratacion de nuevas azafatas para los préximos seis meses.

Las exigencias a respetar son expresadas en horas de vuelo de azafatas: 8.000 en enero,
9.000 en febrero, 8.000 en marzo, 10.000 en abril, 9.000 en mayo y 12.000 en junio.

La formacién de una nueva azafata dura un mes. Esta formacién comprende 100 horas
de vuelo en lineas de la compania. Estas 100 horas se pueden deducir de exigencias
que las azafatas deben cumplir, es decir, sirven para satisfacer las exigencias de horas
de vuelo de azafatas de la compania.

Cada azafata experimentada puede entregar hasta 150 horas de vuelo por mes. La
comparia dispone de 60 azafatas experimentadas al 1 de enero.

Cada azafata experimentada recibe un sueldo de US$800 por mes, independientemente
del ntimero de horas que preste servicio. Cada mes, el 10 % de las azafatas experimen-
tadas deja su trabajo por diversas razones.

Al cabo de un mes de formacién, que cuesta US$400 a la compania, una azafata apren-
diz se convierte en azafata experimentada.

. Un granjero posee 100 hectéreas (ha.) que pueden ser utilizadas para el cultivo de trigo
y maiz. El rendimiento por ha. es de 60 quintales anuales de trigo y de 95 quintales de
maiz.

Cualquier fraccion de las 100 ha. puede ser destinada al cultivo de trigo o maiz. El
trabajo necesario es de 4 hrs. por ha. anuales, méas 0.15 hr. por quintal de trigo y 0.70
hr. por quintal de maiz. El costo de las semillas y abono es de $20 por quintal de trigo
y $12 por quintal de maiz.

El granjero puede vender su trigo a $175 el quintal y su maiz a $95 el quintal. A la
compra, le costarian respectivemente $250 y $150. Puede también criar cerdos y pollos.
Los vende cuando han alcanzado la edad de 12 meses. Un cerdo se vende a $4.000. Un
ave se vende en términos de cerdo-equivalente (el nimero de pollos necesarios para
obtener $4.000 al momento de la venta).

Un cerdo requiere 25 quintales de trigo o 20 quintales de maiz, asi como 25 hrs. de
trabajo v 25 m? de terreno. Un cerdo-equivalente de pollos requiere 25 quintales de
maiz o 10 quintales de trigo, asf como 40 hrs. de trabajo y 15 m? de terreno.

El granjero dispone de 10.000 m? de terreno para la crianza. Dispone también de 2.000
hrs. de trabajo anuales y puede poner a su familia a trabajar, disponiendo asi de
2.000 hrs. suplementarias. Puede también contratar horas suplementarias de obreros
agricolas al costo de $150 la hora.
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Cada hora de obrero agricola demanda 0,15 hr. de trabajo de supervisién de parte del
granjero.

Escriba un modelo que permita determinar las superficies a destinar al cultivo de trigo
y/o maiz y las cantidades de cerdos y/o pollos a producir, de manera de maximizar el
beneficio. Explicite los supuestos usados en la modelacion.

8.2. Matematicas para la optimizacién: convexidad

1. Sean S} y Sy convexos, a € IR. Se define la suma y ponderacion de conjuntos como
sigue:

u S1+52:{$+y/£€€51,y€52}
w oS ={ar / xS}

Pruebe que S; + Sy y a.S; son convexos.

2. Sea S un convexo. Demuestre que x € S es punto extremo si y sélo si S\{z} es convexo.

w

. Probar que si S es un conjunto finito, co(S) es un poliedro.

I

. Use la definicién de convexidad para mostrar que el conjunto S es convexo, donde

S ={A € Myxn(IR) / A es definida positiva}.
5. (a) Sea C' C IR". Demuestre que

(a+ B)C =aC + pC Ya,B >0 <= C es convexo

(b) Sea S C IR"™ un convexo tal que int(S) # 0. Sea z; € adh(S) y 22 € int(S5).
Demuestre que A\zx; + (1 — N)xg € int(S), V A €]0,1[.

6. Sean C' C IR" un conjunto convexo y x € C. Demuestre que x es un punto extremo de
C siy sélosi C\ {z} es convexo.

7. Definamos la envoltura convexa de un conjunto de puntos {zy, ..., x,,} C IR" por

co{xy, ..., T} = {ZAZ% /Ai€0,1], Vi=1,...,m, Z/\i = 1}
i=1 '

a) Demuestre explicitamente que co{xy, ..., Z,,} es un conjunto convexo.
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b) Demuestre que todo punto extremo de co{xy,...,z,,} es necesariamente uno de
los puntos x;.

c) Sean A ={ay,...;am, } vy B ={b1, ..., b, }. Demuestre que
co(A x B) = co(A) x co(B)
d) Calcule los puntos extremos del hipercubo en IR"
0,1]":={z€ R" [/ z,€[0,1] Vi=1,...,n}

8. (a) Demuestre que un poliedro es acotado si y solo si no tiene direcciones extremas.

(b) Sea P = {z € R" : Ax = b,x > 0} un poliedro convexo compacto (cerrado y
acotado) en R™, con A € M(R),,x, de rango m < n. Demuestre la siguiente
equivalencia:

Cada elemento de P tiene al menos m componentes mayores que cero
<~
Cada punto extremo de P tiene exactamente m componentes mayores que cero.

9. Es posible representar el conjunto S = {(z1, 72, 73) € IR* / 2; > 0} empleando exclu-
sivamente puntos extremos y direcciones extremas?

10. Sea ¢(r) = Az una funcién lineal, donde A es una matriz de dimensién m x n. De-
muestre que si S es politopo en IR", entonces ¢(S) es un politopo en IR™.
Recuerdo: Un politopo es la envoltura convexa de un conjunto finito de puntos.

11. Encuentre los puntos extremos y las direcciones extremas de los siguientes poliedros:

1+ 209+ 3x3—4zs = 0

Pl . x|+ 4:13'2 + 31’3 — 8.%4 =0
Ty, T2, T3, Ty Z 0
T1+To+2T3+2T4+2T5 = 10
PQZ T —Xg+xzg — Ty — Ty = 10
T1,T2,T3,Ty4,Ts Z 0

12. Considere el siguiente poliedro P, definido por:

—I1+2QL’2§4
ZE1—3[L’2§3

x1,T2 > 0
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13.

14.

15.

16.

17.

a) Usando los teoremas de caracterizacién, encuentre los puntos extremos y las di-
recciones extremas de P.

. 4 .,
b) En base a lo anterior, represente el punto 1) como combinacion convexa de

puntos extremos mas una combinacion lineal no negativa de direcciones extremas.

Considere el poliedro
P:{I'Ele/fL‘l—Ig—lZO, $1—2I220, Il,QTQZO}.

Determine todos los puntos y direcciones extremas de P, usando los teoremas de ca-
racterizacién. Repita su cédlculo para el poliedro

P ={2cIR? —x+2,<2, o1 +x9>4 193<4, 21>0, 29 >0}

Considere el poliedro D = {y € IR™ / ATy < ¢}, con ¢ € IR", y el siguiente problema
lineal
(P) min 'z
Ax =0
x>0

Pruebe que D es no vacio si y sélo si el minimo de (P) es cero.

Sean A matriz p x n y B matriz ¢ X n. Demuestre que uno y sélo uno de los siguientes
sistemas tienen solucion

a) Av <0 Bz =0
b) ATu+BTv=0 u#0,u>0

Considere la pareja de problemas:

(P) minc'z (D) méxbTy
Ar =1b ATy <ec
>0

Pruebe, usando el teorema de Farkas, que si (D) es no acotado entonces (P) es infac-
tible.

Demuestre, usando el teorema de Farkas, que si el sistema:

ATy > ¢
y=>0
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18.

19.

20.

21.

no tiene solucién, entonces el problema:

méx ¢!z

Az <0
x>0

es no acotado.

Sea S un conjunto convexo no vacio en IR", « € IR, y sea f : S — IR una funcién
convexa. Demuestre que los siguientes conjuntos son convexos:

a) Sqy={ze S/ flzx)<a}
b) C={(z,a) € Sx IR/ f(zx) < a}

Pruebe o contradiga la concavidad de la funcién f(zy, z2) = 10 — 3(zy — 2%)? definida
en los siguientes conjuntos:

a) S={(x1,29): -1 <2 <1,-1 <2, <1}
b) S = {(z1,29) : 2% > x5}

Sean
z(b) = max{c'z /| Az < b, x> 0}

v(c) = méx{c’z / Az <b, x>0}

Demuestre que z es concava y v es convexa, suponiendo que b y ¢ estdn en dominios
convexos en que estos dos problemas son factibles y acotados.

Sean f; : IR" — IR, i =1, ..., m, funciones convexas y considere la funcién

f(x) = méx{fi(z),..., fm(2)}

Demuestre que el problema

(P) min f(z), = >0,

es equivalente al problema de optimizacién en IR™™!

(P') min ¢t

8
v
o

en el sentido que una solucién de (P’) define de manera trivial una solucién de (P) y
viceversa. Diga por qué el problema (P’) es convexo.
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22.

23.

24.

25.

26.

Sea g : IR" — IR una funcién convexa y se define f(z) = /). Demuestre que f es
convexa.

Sea S un conjunto convexo en IR". Demuestre que si g : S — IR es convexa y
f IR — IR es convexa y creciente, entonces f o g es convexa.

Sea ¢ : IR" — IR una funcién convexa y suponga que
S={zxelR"/ g(x) <0} #0.

Muestre que f es convexa, donde

Utilizando argumentos de convexidad de funciones demuestre la siguiente propiedad
(Media geométrica vs Media aritmética): sean ay, ..., a, reales estrictamente positivos,
entonces

Considere la funcién f : IR —| — 00, +-00] definida por:

0 siz e [~1,1]
flx):=<|z| -1 size[-2,—1[U]1L,2]
+00 si x €] — 00, —2[U]2, 00
Demuestre que:
({0} six €] —1,1]
[—1,0] siz=—1
0, 1] stz =1
) {1} siz€]—2 —1]
1@ =1 11y siz €]1,2]
| —o00,—1] siz=-2
[1, 4+o00[ sixz =2
0 si x €] — oo, —2[U]2, 00

\
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27. Sea Ae M, vy c1,...,cr € IR, dy,...,d; € IR, dados. Considere el problema
(P) miny(z), reP={xeR" | Ar=0b, x>0},
donde 9 (z) = méx{clx + di,...,clx +d}.

a) Probar que (P) es un problema convexo.
b) Pruebe que (P) es equivalente a un problema de programacion lineal.

c) Para el caso
(P) miny(x), x € IR",

sea T € IR", dado. Demuestre que si [ = {i = 1,....,m / (%) = Iz + d;}, y
elegimos \; > 0, 7 € I, tales que Z A; = 1, entonces
iel

§= Z AiCi
icl

es un subgradiente de ¢ en .

Recuerdo: Sea un conjunto convexo S C IR" vy f : S — IR, convexa. Un
vector £ € IR" se llama subgradiente de f en 7 si

flx) = f(z)+ & (z—2) Vzes
El conjunto de todos los subgradientes de f en Z se denota por Jf ().

28. Sea f: IR" —| — 00, +0o0] dada por:

) = 1-V1—2%2 sizel|-1,1]
T siz €] — 00, —1[U]1, 00
Demuestre que:
x .
af(x): ﬁ Sll’e]—l,l[
0 six €] — 0o, —1] U [1, 00]
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8.3. Caracterizacién de optimalidad

1. Counsidere

(P) min  f(z)
gi(r) <0, i=1,....m

Sea z € IR" un minimo local de (P) e [ = { i / gi(z) = 0}. Suponga que
frg: € CHR") Vi=1,..,m.

Pruebe que Fy(G = (), donde
Fo={d: Vf(z)'d<0}
G={d: Vg(x)'d<0, iel}
2. Un conjunto C' C IR" se dice cono si:
VeeC, Va>0 = areC

Sean S C IR", xy € S. Definimos el cono tangente de S en xg:
Ts(xo) ={d € IR" tal que Idy — d, It — 0, t;, >0, xg+txgdy € S Vk}

a) Muestre que Ts(xo) es no vacio.

b)

¢) Muestre que Ts(zp) es un conjunto cerrado.

d) SiS={(z,y) €R* =0V y=0}y zo=(0,0), determine Tig(xy).

Muestre que Ts(zg) es un cono.

3. Considere una caja rectangular situada en el primer octante, con uno de sus vértices
en el origen, las tres caras adyacentes a los planos formados por los ejes coordenados y
el vértice opuesto P = (x,y, z) restringido a la superficie del paraboloide de ecuacién
22 + y? + z = 1. Determine las coordenadas de w para que la caja sea de volumen
maximo. Para ello:

= Eliminando z pruebe que el problema se puede escribir como maximizacién de la
funcién
flz,y) = 2y — 2’y — ay’
y determine los puntos criticos de f que caen en el primer cuadrante, es decir
x>0, y > 0. Ademds determine la naturaleza de dicho(s) punto(s) critico(s) e
indique el punto 6ptimo P.
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&)
y

= En vez de eliminar z, uno también podria utilizar el teorema de KKT para ma-
ximizar el volumen V' = xyz sujeto a la misma restriccion para P. Resuelva y
compare con su solucién anterior.

4. Sea
(P) min —3z—y—2*
rT+y+z > 10
—r+2y+2> >10

Escriba las ecuaciones de KKT para (P) y resuelva (P) a partir de alli.

5. Resuelva (de cualquier manera) el problema siguiente y verfique las condiciones de
KKT para su solucion.

min 22 + >
r+y=>5

xy >4

(-4 +(y—-27°<1
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6.

(a) Sea xg € IR", A € Myxn(IR) y b € IR™. Considere el siguiente problema

(P) min =|z — zo|?

ul'AATu = uP(Axg —b)
u > 0
u € IR™

(b) Usando lo anterior, resuelva

1
min §(x2+y2+22)
r+y+z2<-3

7. Sean f; : IR — IR, i = 1,...,n funciones derivables. Considere el siguiente problema de

minimizacién:
(P) mm{Zfz(xl) / inzl, xizo,izl,...,n}
i=1 i=1

a) Argumente la existencia de solucién de (P).

b) Si # es minimo local de (P) muestre que existe A € IR tal que:
fi(Z;) + X =0 Vi tal que Z; > 0

fi(%) + X >0Vital que 7; =0

8. Considere el problema de optimizacién (llamado problema fraccional)

T
, prta
P) min ——
(P) oy

Az <b

x>0
donde p,q € R", o, € R, Aec M,,, be IR™. Supongatambién que el conjunto

factible S = {z € IR"/Ax < b, z > 0} es no vacfo y compacto, y que ¢'z + 3 > 0,
Ve e S.
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Sea
(P) min p'y+az
Ay —20<0
¢y +pz=1
y,220
Demuestre que ambos problemas son equivalentes, en el sentido que se indica a conti-
nuacion.

a) Demuestre que si (y, z) es solucién factible de (P’) entonces z > 0.

b) Demuestre que si (7, Z) es solucién 6ptima de (P’) entonces T = §/Z es solucién
éptima de (P).

Use lo anterior para deducir una solucién 6ptima del problema siguiente:

(Q) min —2$1+$2+2
l’1+3$2+4

—r1+12 <4

2{E1—|—£[}2 §14

i) <6

r1,22 20
y demuestre que la solucion encontrada satisface las condiciones de KKT de (Q).

9. Sea el problema:

min r] + 25 — 611 — 81y
v a5 — 2w — 4y, > 0
T, < 2
Ty < 2
z, > 0
To > 0

a) Grafique el conjunto factible y determine la solucién éptima graficando las curvas
de nivel de la funcién objetivo.

b) Para el punto encontrado, jse cumplen las condiciones de KKT? Escribalas y
explique.
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10.

11.

12.

Dados los reales aq, . .., a, # 0, b > 0. Considere el siguiente problema de optimizacion:

(P) méx En x;
i=1
n 2
T
>(5) <

=1

a) Entregue una interpretacion geométrica para el problema.
b) Establezca las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker del problema.

¢) Encuentre un punto que satisfaga las condiciones de KKT. ;Es un éptimo? Si la
respuesta es afirmativa, jes local o global?

d) Dé una expresion para el valor éptimo de (P).

Una empresa fabrica un producto (en cantidad que denominamos ), que vende en
el mercado a un precio de 1 por unidad. Para generar este producto y ser capaz de
venderlo, la empresa necesita de un insumo en cantidad y, que compra en el mercado
a un precio de 1 por unidad. La cantidad del insumo y que necesita para producir z
viene dada por la regla de produccion:

y = a?
Por restricciones de disponibilidad del mercado suponga que la empresa se enfrenta a
la restriccién adicional:
4 y* <4

La ganancia por venta GG viene dada por la cantidad z que se vende en el mercado
(asuma que todo lo que se produce se vende), mientras que el costo de produccién
C viene dado por la cantidad del insumo y que se requiere para producir z. De esta
manera las utilidades son G — C.

a) Formule el problema anterior como un problema de optimizacion.

b) Encuentre la solucién del problema usando KKT .
La funcion de Cobb-Douglas es muy utilizada en Economia para representar la relacion
entre los inputs y los outputs de una firma. Toma la forma Y = AL*K?, donde Y re-
presenta los outputs, L el trabajo y K el capital. Esta formulacién puede ser aplicada

a la utilidad y toma la forma u(x) = z{* - - - 2%, donde los exponentes son positivos y
suman 1.
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Considere entonces el caso particular de maximizacién de la utilidad (para « €]0, 1],

dado):

¢ a l—-«
max {r,
P1T1 + paxry <
x1,22 > 0

donde py, p2 > 0 son los precios y w > 0 el presupuesto.

a) Escriba las condiciones de KKT y encuentre explicitamente una solucion x de
ellas, en funcién de pq, ps, w y a.
Sugerencia: aplicando logaritmo, transforme primero el problema en otro equi-
valente, diciendo por qué es equivalente.

b) ;Se puede decir que esta solucién es éptima para el problema original? Justifique.

¢) Encuentre el multiplicador A, asociado a la primera restriccién, en funcién de py,
P2, w v a. ;Qué representa este valor A7

13. Use las condiciones de KKT para decidir si 7 = (2/3,4/3,1)" y z = (4/5,6/5,0)T son
soluciones del problema:

min —2x; — 6xy — 22129 + x% + 2x§ + 2x§

T +xp <
—r1 + 219 <
r3 <
14. Resuelva utilizando las condiciones de KKT
min x? + y?

r+y = 5

xy > 4

(z—4°+(@y—2? < 1

15. Sean f : IR" — IR convexa y diferenciable, A € IR™*" una matriz de m x n de rango
m (completo) y b € IR™. Considere el problema

(P) min f(z)
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16.

17.

Sea 7 factible y

(@)  min, [V f(T)+ > mAlll

el
s.a. Zm =1
i€lp
i Z 0 Vi € I()

donde I ={i / Az =b;}, Iy = I U{0}, siendo A4; la fila i de A.

a) Demuestre que (Q)) es un problema convexo y que tiene solucién finita.

b) Demuestre que si el valor éptimo de (@) es cero, entonces Z es un punto de KKT
para (P). ;La inversa es verdadera?

Use las condiciones de KKT para decidir si 7 = (2/3,4/3,1)T y z = (4/5,6/5,0)T son
soluciones del problema:

min  —2z; — 6x9 — 22,79 + 7 + 275 + 225
Ty + T

—x1 + 229

IAINCIA

xs3

Considere la familia de problemas { P, } de programacién cuadratica dados por:

1 1
(PK) min 51‘% -+ 51’3 — T — 21’2

K

0

.T1+l’2

>
T1,Ty >

donde k € IR. Diremos que una instancia de esta familia de problemas, es considerar
(P;) para un k € IR fijo.

a) Dar una interpretacién geométrica de una instancia de esta familia de problemas.
b) Explique por qué una instancia particular siempre tiene una solucién éptima.

c¢) Usando las condiciones de KKT, verifique que (3/2,5/2) resuelve la instancia dada
por kK = 4.

d) Encuentre los valores de x para los cuales las soluciones de las correspondientes
instancias, se encuentran en la frontera de la regién factible. Encuentre también
los 6ptimos de estas instancias y los multiplicadores de KK'T asociados.
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e) Con las mismas condiciones de la parte anterior, compare el valor del multiplicador
de KKT asociado a la restriccion x; + x5 > K y la derivada de la funcién objetivo
con respecto a k en valor éptimo.

f) {Cudl es la solucién 6ptima para una instancia arbitraria de esta familia de pro-
blemas, de modo que sea alcanzada en un punto interior de la region factible?

18. Considere las funciones f; : IR}, — IR, i =1,...,k, convexas y diferenciables. Defini-
mos la funcién

f(z) = méx{fi(z),..., fr(z)}
Considere ademas el problema
(P) min f(x)
x>0
a) Demuestre que todo minimo local de (P) es un minimo global.
b) Demuestre que el problema (P) es equivalente al problema
(P') min t
x>0
en el sentido que una solucién de (P) permite deducir en forma trivial una solucién
de (P') y viceversa.

¢) Sean T una solucién de (P)e I = {i =1,..,k: fi(z) = f(z)}. Demuestre que
existen p; > 0,4 € [ y v € IR! tales que

Z wVfi(z) = v
icl
Zﬂi = 1

iel
v = 0
19. Considere el problema
1

(P) min §LETQQZ—|—CT£E

zll < p
donde p > 0 estd dado y @ es simétrica. Demuestre que T resuelve (P) si y sélo si

existe A > 0 tal que
(Q+ M)z =—c

Ap—=zl) =0
@ + M\ es semidefinida positiva
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20. Considere

(P) min f(x)

gi(x) <0, i=1,...,m

Sea T € IR" factible y defina I = { i / g;(z) = 0}. Suponga que f,g; € C' y g; convexa
Vi =1,...,m. Considere el problema auxiliar
(PL) min Vf(z)d
Vg (@)d<0 iel
“1<d; <1 j=1,....m
Sea d solucién de (PL) y z = Vf(z)'d

a) Demuestre que el problema (P) es convexo.
b) Demuestre que (PL) tiene solucién y que zZ < 0. ;Qué significa la condicién z < 07
¢) Demuestre que si Z = 0 entonces T satisface las condiciones de KKT para el
problema (P). jLa reciproca es verdadera?
21. (a) Encuentre las dimensiones de un paralelepipedo de volumen unitario y superficie
minima.

(b) Sean f; : IR — IR, i = 1,...,n funciones derivables. Considere el siguiente problema
de minimizacion:

(P) mfn{zn:fi(xi) / Zn:xi: 1, 2, >0,i= ln}
1=1 1=1

(i) Argumente la existencia de solucién de (P).

(ii) Si # es minimo local de (P) muestre que existe A € IR tal que:
fi(z:) + X =0 Vi tal que 7; > 0

fi(z) +X>0Vital que 7; =0

22. Usando las condiciones KKT, resuelva el siguiente problema no lineal:

min e % + 22

X1+ X9

(AVARVAN
o

T1,T2
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8.4.

1.

2.

Programacion lineal

Siendo usted el nuevo ingeniero de la empresa “Chemical Hnos” se le solicita maxi-
mizar la produccién del producto estrella de la compania, el acido ASDF. Este acido
se produce mediante una reaccién quimica que involucra sélo dos reactivos, que por
simplicidad llamaremos 1 y 2, necesitando una libra del reactivo 1 y tres libras del
reactivo 2 para producir un litro de acido ASDF. Para la reacciéon se cuenta con un
recipiente cuya capacidad no permite introducir mas de mil libras de reactivos y la
experiencia de los técnicos a su cargo advierte que debe utilizar al menos doscientas
libras del reactivo 1 para asegurarse que la reacciéon llegue a buen término. Finalmente,
el gerente de finanzas de la compaia le ha informado que el presupuesto asignado para
realizar la reaccién asciende a 6 mil US délares y los precios de los reactivos son 3 y 9
US dolares por libra, respectivamente.

Modele lo anterior usando programacién lineal. Resuelva el problema usando resolucion
grafica. jCuantos litros de acido producira la compania? Considerando la solucién
obtenida, si se debe usar 600 libras del reactivo 2, jcuantas libras del reactivo 1 seria
recomendable usar? ;Cudl de estas soluciones minimiza ademas el costo incurrido en
la reaccion?

Considere el problema de programacion lineal:

(P) min z; —2zy —4xj +214
T —2x3 +zs = 4
T —|—l’2 +l’3 —Ty4 = 8
T1,%2,T3, 24 > 0

a) Usando Fase I del algoritmo Simplex, determine un punto extremo del poliedro
factible de (P).

b) A partir de la base obtenida, resuelva (P) usando Fase II del algoritmo Simplex.

a) Resuelva, utilizando el método Simplex con dos fases, el problema:

min 31’1 + 21‘2 + 433’3
r1+ 2o+ 3%3 = 60
31’1 + 3562 + 5%3 120

>
T1,22,T3 2

b) Demuestre, usando el método Simplex, que el siguiente problema es no acotado y
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determine una direccion extrema de no acotamiento.

max 4x1 + xo + drs

—41’1 + 61’2 - 41’3 S 20
31’1 — 21’2 + x3 < 10
r1,x2,23 = 0
¢) Reformule como problema lineal:
min 233'2 —+ |x1 - SC3|
|21 + 2| +]z2] < 5
x% < 1

4. Resuelva el problema siguiente, escribiéndolo como problema canénico de programacion
lineal y usando luego el método Simplex:

(P) min  f(z1,x9)
1+ |I2| S 1

T >0
donde f(z1,x9) = max{x; — 2, x2}.
5. (a) Considere el poliedro P definido por:
—r1— 20+ x3—24 = 3

—2:61 + 3%2 +x4 = 3

T1,22,T3, T4 Z

Usando los teoremas de caracterizacion, encuentre todos los puntos extremos tales
que z; = 0 y pruebe que (1,0, 3,2) es direccién extrema de P.

(b) Considere el siguiente problema lineal:

(P) min

(xla X2,X3, 'I4) € 7)

Diga por qué este problema es acotado. Determine el conjunto solucién y el valor
6ptimo de (P).
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6. Considere el problema de programacion lineal
(P) min —3x; — 7oy — 223
21]2 + x3 S 10+21’1
31’1 + o S 20 + XT3
T1,T2,T3 Z 0

a) Encuentre una solucién bésica factible con x; y x5 en la base.

b) Determine los costos reducidos asociados a esta base y diga si la solucién en curso
es 6ptima. Si no lo es, itere con el método Simplex hasta encontrar la solucion de

(P).

7. Considere el siguiente cuadro del método Simplex, que proviene de la resolucién de un

problema de la forma
minc’z, Ar=0b, >0

-~ 0 0 2 0]10
-1 01 6 04
a 1 0 -4 0|1
0 00 3 1|86

Indique rangos de los pardametros, de manera que:

a) La solucién en curso es éptima y es tnica (jcuél es?).

b) El problema es no acotado ;Cudl es direccién extrema correspondiente a este no
acotamiento?

c¢) La solucién en curso es éptima pero no es unica (indique el conjunto solucién).
d) La solucién en curso es factible, pero no es éptima (realice, a partir de ella, una
iteracién mas).

Si el cuadro es 6ptimo y el vector de costos originales es ¢! = (1,1,1,1,—1)

e) Deduzca el valor (o rango) de 6.

f) Deduzca el valor (o rango) de a.

8. Sea
(P) min 'z
Az =10
z >0

Demuestre que al final de la Fase I del algoritmo Simplex, en el caso de encontrar
una base factible inicial para (P), los costos reducidos de las variables artificiales (no
bésicas) son todos iguales a 1.
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9. Considere el problema fraccional:

1
(F) min i
To+ 3
1 + T2 <1
T1, T2 >0

a) Demuestre que (F') es equivalente al problema lineal

(P) min y; + ys
y1+y2—ys <0
Y2+3ys =1
Y1,Y2,ys =0

Especifique claramente la relacién entre las variables x1, x5 y las variables y1, 2, y3.

b) Resuelva el problema lineal (P) usando Simplex y deduzca una solucién de (F).
Indicacién: si no quiere hacer Fase I, utilice las variables y; e y3 como basicas
iniciales.

10. Considere el problema:
(P,) min z(a) =z + 3

Ty — Ty + T3 =

—x1+ T3+ 25

w N =

T —T3+x4 =

1, %9, T3, Ty, x5 > 0
a) Resuélvalo usando Simplex, indicando el conjunto solucién:
V(o) = {z € IR" / x es solucién de (P,)}
para cada a € [—1,1].

b) Grafique z(a) y encuentre su valor éptimo o* donde o* € [—1, 1].

11. Resuelva, usando el algoritmo de Branch and Bound (Ramificacién y Acotamiento), el
siguiente problema de programacion lineal entera:

max 9$1 + 51’2

4131 + 95(72 < 35
T S 6
Ty — 31’2 Z 1
3ry + 22, < 19
T1,T9 € N

174



12. Resuelva el siguiente problema de programacion lineal entera usando el algoritmo de

Ramificacién y Acotamiento (Branch and Bound).

min —5x; — 824
T+ o S 6
51+ 9x9 < 45
T1,T2 € IN

Nota: No es esencial utilizar el algoritmo de Simplex para resolver los subproblemas
relajados. Puede usar resolucion grafica u otro método que estime conveniente.

8.5. Dualidad en programacion lineal y aplicaciones

1. Sea (P) el problema
max c
Azx =0
x>0

T

y suponga que es acotado. Demuestre que = 0 es solucién de (P).
a) Sean c € IR", b€ IR y A € My,«n(IR). Considere el par primal/dual siguiente:

Ax <b, x>0}
ATy>e¢,y>0}

2.
(P) méx{c"z:

(D)  min{bly:

Sean z,y € IR" primal y dual factibles, respectivamente. Desmuestre que z, i son

Optimos respectivos si y solamente si
(b— Az)T
(ATg — o)t

SIS

0
0

b) Considere el problema de programacién lineal siguiente

max 1+ To + I3

T+ X9 S 10
2%1 + x5 S 20
Ty, 22,23 >0

Usando la parte a), demuestre que Z = (0,10,20)7 es éptimo y determine una
solucién del problema dual.
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3. Escriba el problema dual de
(P) min —20x; —16xy —12x3

T +Iy4 = 400
2$1 +x9 +x3 +Zs5 = 1000
2.1'1 +2[L’2 +x3 +xg = 1600

x, >0 i=1,...,6
y usando el Teorema de Holgura Complementaria, demuestre que
z' = (0,600, 400, 400, 0, 0)
es solucion de (P). Encuentre también una solucién del problema dual.

4. Considere el problema

(P) min x; + x9 — 43
T+ Ty + 223 + T4 =
T+ XTog — T3 + 5 =
—T1 + X9 + T3 + g
L1,T2, T3, T4, Ts5, T

AV
O O

a) Encuentre el dual del problema (P).
b) Verifique que el punto z* = (1/3,0,13/3,0,6,0) es factible para (P).

¢) Demuestre usando el teorema de holgura complementaria que el punto z* de la
parte anterior es solucién del problema (P).

d) Encuentre una solucién para el problema dual, descrito en la parte a).

5. Deduzca un dual para

min 2z + 3x9 + 513

T +x—23 > —5
|8x1 — Twg + bxs| < 13
—6x1 + Txo — 923 = 15
r1, 9 > 0
6. Encuentre el dual de
(P) min 2x; + 3x9 + b
r1+ 1209 —x3 > =5
8xr1 — Txe +brs < 13
—6x1 4+ Tx9 — 923 = 15
xg, w3 > 0
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Su solucién debe ser un problema (D) en el cual los costos son los recursos de (P)
y viceversa, y la matriz de coeficientes debe ser la transpuesta de aquella de (P).
Justifique adecuadamente sus pasos.

7. Sea
(P) miny(z), re P={x € R" | Az =0b, x > 0},

donde 9(z) = méx{clx +dy,...,cix+dp} y c1,...,cr € R", dy,...,dy € IR.

Proponga un problema dual para (P).
Indicacién: considere que este problema es equivalente a un problema lineal.

8. Considere el siguiente problema de programacion lineal:

(P) min x4+ 2z9+ 3x3 + ... + nx,

T > 1

1+ X2 = 2

1+ To+ T3 = 3

T+ ro+ 23+ ...+ 2, = n
=

0, Vie{l,2,...n}.

X

a) Determine el problema dual (D).
b) Verifique que se tiene la propiedad de dualidad fuerte, es decir, val(P) = val(D).

¢) Muestre que para todo y vector factible de (D), se tiene:
Yo + Yoot + ... +yn <k, Vke{23,...,n}.

d) Siendo Z el 6ptimo de (P), deduzca del teorema de complementaridad, los valores
Toy .., .

e) Resuelva el problema primal (P), es decir, encuentre Z.

f) Encuentre una solucién 6ptima del dual. ;Es solucién tnica?

9. Considere el siguiente problema de programacion lineal:

(P) min 2z + 3z + 4a3
sa. T +2xs+1x3 >3

201 —x9+3x3 >4
X1,T2,T3 Z 0

177



a) Escriba el problema dual asociado.

b) Resuelva el problema primal, usando el algoritmo Simplex-dual, a partir de la
base dada por las variables de holgura de (P).

(P) min x4 2w5 + x3
T+ 3$2 + Z3 >4
T+ 2%2 — X3 >6
Ty + x5 S 12
T1, To, T3 >0

a) Transforme (P) en un problema candnico y aplique Fase I para encontrar una
base inicial factible.
b) Pase a la Fase Il y encuentre la solucién éptima de (P).

c¢) Transforme (P) de modo de aplicar el algoritmo Simplex-dual y resuélvalo usando
dicho algoritmo.

d) Es tnica la solucién de (P)? Justifique mediante el cuadro final del Simplex en
las partes anteriores.

e) Usando el teorema de holgura complementaria, encuentre una solucién del pro-
blema dual de (P). Diga si es tnica y por qué.

11. Escriba el dual del problema lineal

minc'x

Ar =
[ < =z

IN <

u

donde ¢,l,u € IR", b€ IR" y A € M,,,, son dados. Indique bajo qué condiciones este
dual posee una soluciéon factible.

12. Considere el siguiente problema:
(P) méx 6xq + 14z + 1323

1
—-r; + 21’2 + 23

2 < 24
1 +2x9+4z3 < 60
xy,xe,x3 = 0

El método Simplex aplicado a (P) nos entrega el siguiente cuadro final:
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09 0 11 3 |294
1 6 04 -1/36
0 -1 1 -1 516

Suponiendo que los costos son perturbados de manera que ¢; = 6 + 6, ¢y = 14 4 20,
c3 = 13+ 20, grafique el valor 6ptimo z(#) del problema (P), dentro del rango de 6 en
el cual la base 6ptima actual no cambia.

13. Dado el siguiente problema de programacién lineal:

max —x1 + 2%
s.a —3r1+5ry < 15
—xr1+4xy < 20
Tx1+ 4z < 84
T1,T2 Z 0

a) Resuelva utilizando Simplex y demuestre que la tabla final es la siguiente:

0 0 2/1 1/T 0] 50/7
0 1 -1/7 3/7 0] 45/7
1 0 -4/7 5/7 0] 40/7
0 0 32/7 -47/7 1|128/7

b) Denomine « y 5 a los coeficientes de la funcién objetivo. Encuentre la regién a
la cual estos coeficientes deben pertenecer para que la base 6ptima anterior no
cambie.

¢) Suponga que la dltima restriccién es una restricciéon de capacidad. Cudnto puede
variar la capacidad sin afectar el 6ptimo del problema?

d) (En qué cambia la resolucién del problema original, si se agrega la restriccién
1 + 22 < 107 Encuentre la nueva solucion, si ya no es la misma que antes.

14. Sea el problema:

min —3x; — z9 — 423

6x1 + 319 + 53 < 25
3x1+4xy+ 53 < 20
L1, 22,73 Z 0
El siguiente corresponde al cuadro final del simplex
0 T 0 ¢ G |-z

1 -1/3 0 1/3 —1/3| b
0 1 1 —1/5 2/5 | by
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a) Determine los valores by, by, G2, C4, G5 v 2 el valor éptimo del problema y encuentre

la solucién del problema.

b) Suponga que la primera restriccién ha cambiado, ahora esta dada por

61‘1 + 3.’132 + 5.1’3 < bl

Determine para qué valores de b; la solucién de la parte anterior sigue siendo

descrita por la misma base.

15. Un parque de diversiones requiere dividir su nuevo terreno de 50 hectareas en tres ca-
tegorias: Tiendas, Comida y Entretenciones. Cada hectarea usada para Entretenciones
genera un beneficio de 150 US$/hora; cada hectarea de Comida, 200 US$/hora y una
de Tiendas, 300 US$/hora. Ademads, existe una serie de restricciones sobre como se

debe dividir el terreno:

= Sélo 20 hectareas son utilizables por las tiendas.

= Regulaciones sobre el terreno exigen por lo menos 1000 arboles en el parque,
divididas en grupos de 20 arboles. Una hectarea de Comida genera 2 grupos de
20 arboles; una de Entretenciones, 1 grupo de 20 arboles y una de Tiendas no

contiene arboles.

= No mas de 180 personas pueden trabajar en el parque. Se necesitan 3 personas por
hectarea de Entretencion; 6 por hectarea de Comida y 3 por hectarea de Tiendas.

Dada esta informacion, se le pide:

a) Plantear el problema descrito como uno de programacion lineal, con el fin de
maximizar el beneficio del parque.

b) Resolver via Simplex Fases I y II. Deberia llegar (salvo reordenamiento) al si-

guiente tableau éptimo:

0 0 0 100 0O 150 200 | 9500
1 00 2 0 -1 -21]30
oo0oo0 o0 1 -1 -17]10
010 -1 0 O 1 110
001 0 0 1 1 110

Note que la restriccién sobre los trabajadores se puede factorizar.

¢) Suponga ahora que el item Comida sélo genera un beneficio de 180 US$/hora.
., Cual es la nueva solucion del problema? Entregue el valor 6ptimo y una division

optima del terreno.
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d) Suponga que el concejo de la comuna estudia aumentar la cantidad de arboles
necesaria, a 1020. ;Cuanto le costara al parque esta modificacion, y qué serd mo-
dificado? ;y si aumenta a 12007 ;y si ahora disminuye a 6007

16. Considere el problema de programacion lineal:

(P) min z=2z+

3xr1+1x0 >3
dry 4+ 329 > 6
T+ 222 <3

r1,2 >0

a) Escriba el problema dual (D) asociado a (P).

b) Resuelva el problema (P), usando el método simplex-dual. Para esto, escriba el
problema (P) en forma candnica y utilice como base dual-factible [z3, x4, T5].

c) Sicambia z a 2’ = awy+ xy. jPara qué valores de « la base éptima no cambia?

17. Considere siguiente problema:

max —oxy + bxro + 1313

-1 + X2 —|—3$3 < 20
12271 + 41’2 + 10$3 S 90
Ty, 2,23 = 0

Haciendo que x4, x5 sean las variables de holgura, la tabla 6ptima de Simplex queda:

00 2 5 0]100
11 3 4 0] 20
16 0 2 4 1| 10

Analice en los siguientes cambios (siempre con respecto al problema original), si la
solucién dada anteriormente sigue siendo éptima.

a) Cambie los coeficientes de z; a:

C1 -2
apnl| = 0
921 5

181



b) Introduzca una nueva variable zg con coeficientes:

Cg 10
Q16| = 3
26 5

¢) Introduzca una nueva restriccién dada por 2xy + 3z + 53 < 50

d) Cambie la segunda restriccién por 10x; 4+ 55 + 1023 < 100

18. Considere un problema de maximizacién con todas las restricciones del tipo “ <7 tal
que la tabla 6ptima del Simplex es:

Tr1 9 T3 T4 Iy Z
0 0 1/4 1/4 0 5)
0 1 1/2 —1/2 0 2
1 0 —1/8 3/8 0 3/2
0O O 1 -2 1 4

donde x3, x4, x5 son variables de holgura. Supongamos que se ha decidido incrementar
el lado derecho de una de las restricciones. ;Cudl recomendaria Ud. para ello y por
qué? ;Cudl es el mayor incremento posible en ese caso? Encuentre el correspondiente
nuevo valor éptimo de la funcién objetivo.

19. Considere el problema lineal:

(P) min b5z — 3z

2!E1 —$2+4l‘3 S 4
T+ 9+ 223 < B
2£C1 — X9 + T3 > 1
r1,T2,T3 Z 0

a) Escriba el dual de este problema, es decir, no ocupe transformaciones equivalentes
del problema para llevarlo a otra forma.

b) Dado el cuadro éptimo:

0 2/3 1/3 10/3]|1
0 -1/3 2/3 02
0
1

1/3 13 -2/3 |1
1/3 0 1/3|1

o = OO

0
1
0
0
Escriba B, matriz de base 6ptima y B~1.
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g)

., Cual es la solucion del problema dual? Justifique su respuesta.

Si se cambia la funcién objetivo a 2z’ = 5xy — 3y + 2x3, {cudl es el conjunto de
soluciones 6ptimas?

Si b cambia a b = (en el problema original), ;cuél es el conjunto de solu-

— s Ot

ciones 6ptimas?
Si se introduce (al problema original) una nueva actividad u, cuyo costo unitario
-1
es 4 y columna correspondiente es | —3 |, jcudl es la nueva solucién 6ptima?
1

Si se agrega (al problema original) la restriccién —z; — xo — x3 < —5, jcudl es la
nueva solucién optima?

20. Considere

(P) min 914 +x3 —2x5 —xg
5%2 +50$3 +x4 +Zs5 =10
vy —15xy +2x5 =2
T2 +x3 +r5 4+ = 6

Resuelva (P).

Resuelva (P), pero suponiendo que el coeficiente de z5 en la funcién objetivo es
¢s =1 (en lugar de -2).

Suponga que al problema (P) se le modifica el recurso b; de manera que b; = 10av.
. Para que valores de « la base éptima no cambia?

. Qué sucede si al problema (P) se le agrega la variable z7, con costo ¢; = 1y
vector columna (0, —1,0)7?

. Que sucede si a (P) se le agrega la restriccion zy + xo + x5 + x4 + x5 + 26 < (7
Analice en funcién de .

21. Considere el problema de programacién lineal:

(P) min x; +2zy +4xs +214

T —2x3 +wxy = 4
Ty +X2 +x3 —Ty4 = 8
r; > 0,1=1,...,4
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Imponiendo simultaneamente que la variable x; pertenece a la base y la variable
x3 esta fuera de ella, encuentre una solucién basica factible del problema.

A partir de la base obtenida en a), resuelva (P) usando la Fase II del algoritmo
Simplex.

Determine la solucién éptima del problema dual de (P).

Si se agrega la restriccién: xy + xo + 23 < 5 al problema (P), determine la nueva
solucion éptima o justifique por qué no existe.

Determine la regién de los recursos (coeficientes del lado derecho del sistema) para
la cual la base encontrada en (b) es éptima para (P).

Determine el rango de variacién del costo de x; de manera que la base 6ptima
encontrada en (b) no cambie.

22. Usted es empresario del Transantiago y debe transportar pasajeros en el rango horario
9:00 a 10:00 AM, segtn el siguiente esquema:

o ®
4

©

~
b @”

Los beneficios unitarios b;; dependen del tramo y estdn indicados en los arcos.

Suponga que:

Desde el nodo 1 hacia los nodos 2 y 3, no puede transportar mas de 1000 pasajeros
en total.
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8.6.

a)

b)

No puede llevar més de 800 pasajeros en total hasta el nodo 4 (desde los nodos 2
y 3)-
No puede transportar mas de 500 pasajeros en ningun tramo.

Todos los pasajeros que toman un bus en el nodo 1, transbordan en los nodos 2
y/o 3, pagando el valor que corresponde al nuevo tramo, y llegan al nodo 4.

Pueden subir pasajeros en nodos 2 y 3.

Escriba un modelo de optimizacion lineal que represente esta situacién, en el
supuesto que usted desea maximizar su beneficio.

Le informamos que la soluciéon de su problema es:
T19 = 500, T3 — 300, T3 = 200, Loy = 300, T34 = 500

(se denomina z;; al nimero de pasajeros transportados desde el nodo ¢ al nodo
7) v que las variables duales de las cotas superiores del nimero de pasajeros en
los tramos son:

yi2 =40, y13 =0, y23 =0, you = 0, y34 = 40

Si le ofrecen un bus para incrementar en 100 los pasajeros transportados e insertar-
lo en un tramo a eleccion, al precio de $2.500 en ese rango horario. Lo compraria?.
En caso afirmativo, en qué tramo lo insertaria y por qué? Cuantifique el beneficio
adicional que lograria.

Volviendo a la situaciéon original, ;cudl es el precio méaximo que usted pagaria por
comprar un bus adicional con capacidad para 150 personas? Fundamente.

Modelos para flujos en redes

1. Dado un grafo (N, .A), formule un problema de programacion lineal entero que resuelva:

a)

b)

Encuentre P C N de cardinal minimo tal que:
V(i,j)e A, i€P V jEP
Encuentre £ C A de cardinal minimo tal que:

VieN, JGEN, (i,j)eE vV (ji)eE
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2. Carabineros de Chile desea vigilar ciertas calles en el entorno de un estadio de futbol y
decide destinar carabineros para que supervisen las calles aledanas. Sea N el conjunto
de los puntos claves (son esquinas). Sea A C N x N el conjunto de tramos de calles que
unen dos puntos de N. Suponga que un carabinero parado en el punto ¢ € N puede
vigilar todas las calles que converjan a ese punto i. Sea P el conjunto de los carabi-
neros con |P| > |N|. Suponga que el costo de mandar el carabinero p al punto n es
Cpn- Ademads, para evitar distracciones sélo puede haber un carabinero por punto clave.

Formule un problema de programacién lineal (posiblemente entera) tal que todas las
calles esten bajo supervision policial, minimizando el costo.

3. Considere el grafo dado por la siguiente figura, donde a € IR, :

(i) Para a = 12 resuelva el problema de rutas minimas (usando el algoritmo de
Dijkstra).

(ii) Determine para qué valores de a la ruta minima contiene al arco (4, 6).

4. La empresa de energia A& L dispone de cuatro plantas de generacion para satisfacer
la demanda diaria eléctrica en cuatro ciudades Santiago, Rancagua, Valparaiso y Los
Andes. Las plantas 1,2,3 y 4 pueden satisfacer 80, 30, 60 y 45 millones de KW al dia
respectivamente. Las necesidades de las ciudades de Santiago, Rancagua, Valparaiso y
Los Andes son de 70, 40, 65 y 35 millones de KW al dia respectivamente.

Los costos asociados al envio de suministro energético por cada millon de KW entre
cada planta y cada ciudad son los registrados en la siguiente tabla.
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’ Plantas/Ciudades ‘ Santiago ‘ Rancagua ‘ Valparaiso ‘ Los Andes ‘

1) 5 2 7 3
2) 3 6 6 1
(3) 6 1 2 4
(4) 4 3 6 6

a) Modele el problema anterior como un problema de programacién lineal.
b) Utilizando el método de saturacion, encuentre una solucion factible.

c¢) Verifique si la solucién de la parte anterior es 6ptima.

5. Considere tres centros productivos O1, O2 y O3, con ofertas respectivas de 5, 25 y 25.
Hay ademés dos centros D1 y D2, con demandas 15 y 30. Suponga que la matriz de
costos unitarios de transporte es

D1 | D2
01 91 12
02 1 1
03 2 2

a) Plantear este problema como uno de transporte.
b) Encuentre una solucién bésica factible que contenga a los arcos (1, 1) y (1, 2).

¢) Indique el valor de la funcién objetivo en esta solucién e indique una cota inferior
del valor 6ptimo.

d) Itere hasta encontrar una solucién éptima y diga si es unica (justifique).

e) Si se modifica el costo del arco (1,1) al valor 2, recalcule la (nueva) solucién
optima.

6. En un cierto pais se han construido 3 nuevas plantas de electricidad (numeradas del 1
al 3) capaces de ofertar a1 = 7, ap = 8, a3 = 5 para satisfacer la demanda 4 = 12 y
bp = 13 de las ciudades A y B respectivamente. Los costos de transporte de electricidad
desde las plantas a las ciudades vienen dados por: c14 = 5, c1p = 3, caa = 5, cog = 6,
34 = 2, c3gp = 2.

a) Formule el problema como un problema de transporte. Inicialice la resolucién del
problema usando un método conveniente.

b) Encuentre una solucién éptima. Es solucién tnica (justifique su respuesta)? Si no
lo es, encuentre otra soluciéon éptima.
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7. Se desean embarcar 40 mil toneladas de cobre desde los puertos de Antofagasta y San
Antonio (20 mil toneladas desde cada puerto), con destino a las ciudades de Hong
Kong, New York y Tokio. Estas ciudades demandan 15 mil, 15 mil y 10 mil toneladas
del mineral, respectivamente. Supongamos que las rutas entre los puertos y las ciudades
destino son fijas y conocidas, y que los costos asociados a transportar mil toneladas
(medidos en millones de pesos) son estimados en la siguiente tabla:

Origen\Destino | Hong Kong | New York | Tokyo
Antofagasta 10 11 20
San Antonio 6 9 8

(a) Encuentre una solucién inicial basica factible.

(b) Determine si la solucién en curso es éptima. Si no lo es, itere hasta encontrar
solucion optima.

(¢) Es solucién tnica? Explique.

8. Resolver el problema de transporte, usando los datos:

70 gg 3 6 8 14

ofertas) a = emandas) b = costos unitarios =
f 50 d d b 30 itari C 2 7 3 11
40 30 12 3 1 1

Notar que la oferta excede a la demanda. Suponga que lo sobrante se manda a un bo-
tadero, a costo unitario 10 para el oferente 1, 15 para el oferente 2 y 8 para el oferente 3.

. Qué ocurre (cémo cambia la solucién) si el costo de enviar a botadero fuese nulo
para los tres oferentes?

9. Considere el grafo G = ({1,2,3,4},{(1,2),(1,3),(3,2),(2,4),(3,4)}) con capacidades
y costos dados por la siguiente tabla:

Costo Capacidad inferior Capacidad superior

(12) 2 0 10
(1,3) 3 1 8
(32) 12 0 5
(24) 4 2 12
(34) 2 1 5
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Considere las demandas d; = 12,dy = 0,d3 = 0,dy = —12 y la solucién para el
problema de flujo a costo minimo siguiente: x1o = 10,213 = 2,230 = 0,294 = 10, 234 =
2. Determine si la solucién es 6ptima o no.

10. Considere un problema de flujo de costo minimo en una red de 5 nodos y 9 arcos. Los
nodos se enumeran de 1 a 5 y los costos unitarios son:
co=4,c13=4,03=2,024=2,095=06, c3a =1, c35 =3, a5 =2, ¢53 = 1.

Las capacidades maximas de los arcos son:
ur2 = 19, u13 = 8, ugg = 00, Uy = 4, ugs = 10, uzy = 15, ugs = 5, ugs = 00, usz = 4.

El nodo 1 tiene oferta 20 y los nodos 4 y 5 tienen demanda 10 cada uno; los deméas son

de trasbordo.

a) Dibuje el grafo correspondiente, indicando los datos en los arcos.

b) Dibuje una solucién bésica factible, indicando sobre los arcos los valores de los
flujos. Indique con lineas punteadas los arcos no béasicos con flujos no nulos.

c¢) Diga si es solucién éptima (justifique).

d) Itere una vez, si es necesario. Diga si la nueva solucién es éptima y, de ser asi, si
es Unica.

8.7. Algoritmos para optimizacion no lineal

1. Considere el siguiente problema:
min z* — 82 + 2522 + 4y? — 4xy — 322 + 16

Encuentre una aproximacion del 6ptimo ocupando 2 iteraciones del método de Newton
partiendo de (zg,yo) = (0,3). Realice ademas 2 iteraciones del método del gradiente.

2. a) Considere el siguiente problema de optimizacién:
(P)  min f(zy,22) = 2} + (22 +1)*

Haga dos iteraciones con el método de Newton para (P). Tome como punto de
partida (1,0) y el paso ¢, = 1, Vk € IN.

b) Repetir la parte a), pero hacer una sola iteracién, usando el paso
oy = argmin f(x + tdy),

donde zj es el punto inicial y dj es la direccion de Newton.
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3. Considere el problema:

min —2x; — 6xy — 22129 + ZE% + 23@3 + 2x§
T+ T2
—T1 + 27,

2

VAN VANRPA

X3

Haga dos iteraciones del método de direcciones admisibles, a partir del punto inicial
2% = (0,0,0)7. Chequee optimalidad en cada etapa.

4. Sea el problema

(P) min (2 —229)* + (21 — 2)* 4 3
T+ a9 <2
xT3 Z 1
Ty, Ty, 3 > 0

Haga una iteraciéon del método del gradiente proyectado, a partir del punto 27 =

(1,1,1).
5. Considere el problema:

(P) min 2%+ 222 — 22,29 — 411 — 619
T1+ Ty = 3

Hacer dos iteraciones del método de penalizacion, usando penalizacién cuadratica, con

pu=01,p=1y2°=(0,0).
6. Considere el problema:

(P) min 2%+ 223 — 2z1209 — 431 — 629

rT1+wy <3
T+ 101’2 S 10
T1,29 = 0
Realice dos iteraciones del método de direcciones admisibles, a partir z° = (0,0).

Chequee, en cada iteracién, si estd o no en presencia de una solucion estacionaria. Si
alcanza un punto estacionario, se puede afirmar que es un minimo?

Debe explicitar claramente los subproblemas que resuelva, tanto para la eleccion de la

direccion como para el paso. Si le conviene, puede usar procedimientos graficos para la
resolucion de los subproblemas.
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7. Considere el siguiente problema de optimizacion
(P) min 32?+ 2y* — 62 — 4y + 3
2 +y? <1
r+y <1
a) Demuestre que el problema (P) tiene solucién.
b) Grafique las curvas de nivel de la funcién objetivo y el conjunto factible.

¢) Determine si D(Z)NG(Z) = 0, es decir, si la interseccién del conjunto de direcciones
de descenso con el conjunto de direcciones admisibles es vacia, para #; = (1;0)
y @5 = (0,6;0,4). En base a los resultados obtenidos, clasifique los dos puntos
anteriores.

Ind.: Recuerde D(7) = {d/Vf(Z)-d < 0} y G(&) = {d/Vg:(Z)-d < 0, Vi € I}, donde

I es el conjunto de indices de restricciones activas en el punto 7.
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